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1 Grundlegendes

Es ist nicht iibertrieben zu behaupten, dass in der heutigen Welt immer mehr Daten jeglicher
Art erhoben werden. Diese zu ordnen und aus Daten Schlussfolgerungen zu ziehen ist Aufgabe
der Statistik.

Man teilt dabei diese Aufgaben in zwei Gebiete auf. Die deskriptive Statistik dient rein der
Beschreibung der Daten, etwa durch geeignete Wahl von Statistiken, die die Daten zusam-
menfassen. Anders ist dies bei der hier behandelten schliefenden oder induktiven Statistik.
Die Aufgabe ist hier, mit Hilfe von stochastischen Modellen Aussagen dariiber zu treffen,
welchen Annahmen den Daten zugrunde liegen konnten. Manchmal sagt man auch, dass man
anhand der Daten etwas lernt, weshalb man oft auch von statistischem Lernen spricht.

Angenommen, Xi,...X,, ~ P. Was konnen wir anhand von den Realisierungen
von X, ..., X,, iiber P aussagen (oder lernen)?

1.1 Ein Beispiel

Wir beginnen mit einem Beispiel, das sich um die Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf
dreht: eine Miinze wird 53 mal geworfen. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit fir Kopf (was
wir im Folgenden als Erfolg werten wollen) noch unbekannt. Von den 53 Wiirfen sind 23 ein

Erfolg.
Unsere statistischen Uberlegungen gehen nun von der Vorstellung aus, dass die 53 Miinz-
wiirfe die Realisierung einer Zufallsvariable X = (X7,..., X53) sind, wobei X1,..., X53 un-

abhéngig und identisch verteilt sind mit

. — {1, falls der i-te Wurf Kopf zeigt,

0, sonst.

und es gilt

Jetzt ist Xy +- - -+ X, die Gesamtzahl der Erfolge. Als Summe von n unabhéngigen Bernoulli-
verteilten Zufallsvariablen ist diese Summe B(n = 53, p)-verteilt. Wichtig ist, dass zwar n = 53
bereits fest steht (schlielich wissen wir ja, dass wir 53 mal die Miinze geworfen haben), nicht
jedoch p. In dieser Situation gibt es zwei statistische Probleme.

e Schdtzproblem: Wir kénnen versuchen, den Erfolgsparameter p zu schitzen. Entweder
werden wir dazu einen aus den Daten (23 Erfolge aus 53 Versuchen) abgeleiteten Wert
p angeben (Punktschitzer), oder ein aus den Daten abgeleitetes Intervall [a, b], in dem
der wahre Parameter p mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt (Intervallschitzer).
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o Testproblem: Stellen wir uns vor, der Werfer der Miinze behauptet, dass die Miinze fair
ist, also p = % gilt. Dieser Meinung konnen wir skeptisch gegeniiber stehen, da ja nur
23 aus 53 Wiirfen (etwa 43 %) ein Erfolg waren. Wir kénnen versuchen, die Hypothese
p = % zu testen. Das bedeutet, dass wir untersuchen, wie gut die Hypothese mit den
Daten in Einklang steht.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit schétzen: Wir versuchen nun, die Erfolgswahrscheinlichkeit des
Miinzwurfes zu schéitzen. Dies muss auf Grundlage der Daten erfolgen, also basierend auf
dem Wissen, dass 23 aus 53 Erfolge zu verzeichnen waren. Ein einfacher Ansatz ist es, zu
vermuten, dass die 23 Erfolge aus der 53 Wiirfen in etwa der Erfolgsquote entspricht. Also ist
1 23
D= n(X1+~~+Xn)— 53 ~ 0.43
ein Schétzer fiir den unbekannten Parameter p. (Im Folgenden werden wir einen Schétzer fiir
einen Parameter e meistens mit ® bezeichnen.) Ein anderer Ansatz (die wir als der Maximum-
Likelihood-Methode bezeichnen werden) wire der, p so zu setzen, dass die Wahrscheinlichkeit,
23 Erfolge zu erzielen, maximal wird. Es ist hier also p (gg)p%(l — p)?° zu maximieren.
Wir berechnen

S p) = (1= (2301 )~ 30p),
und es ergibt sich 53p = 23 oder wieder p = %

In beiden Féllen héngt p von den Daten ab, die wir uns als Realisierung von einer Zufalls-
variable gedacht haben. Also ist p auch eine Zufallsvariable. Warum ist der Schitzer p gut?
Nehmen wir an, wir wiissten den wahren Parameter p. Dann leistet p zumindest im Mittel das
gewiinschte: (Wir schreiben hier und im Folgenden P,(-) und E,[-], wenn wir Wahrschein-
lichkeiten und Erwartungswerte unter der Hypothese ausrechnen wollen, dass p der wahre
Parameter ist.)

1
E,[p] = EEP[Xl +-+ Xp] =p.

Wir sagen auch, der Schitzer p ist erwartungstreu (oder unverzerrt oder unbiased).

Eine weitere wiinschenwerte Figenschaft eines Schétzers ist, dass er immer besser wird,
je groBer die zu Grunde liegende Datenmenge ist. Eine grofle Datengrundlage bedeutet in
unserem Fall, dass die Miinze oft geworfen wurde, also n grof3 ist. Aus dem schwachen Gesetz
grofler Zahlen wissen wir, dass

X1+ + X

Py(|p—pl > <) = Py T oEXi| 2 ) 0

n
fiir alle € > 0. Die Eigenschaft, dass p mit hoher Wahrscheinlichkeit immer ndher am wahren
Wert p liegt, wenn mehr Daten zur Verfiigung stehen, nennen wir Konsistenz.

Stellen wir uns vor, in zwei aufeinander folgenden Experimenten bekommen wir zunéchst
23 von 53 Erfolge, und dann 23000 von 53000 Erfolge. In beiden Fillen ist p = % Es ist
jedoch klar, dass wir dem Wert von p im zweiten Experiment eine viel hohere Bedeutung
zumessen und wir uns sicherer sind, dass der wahre Wert in der Nihe von p liegt. Diese
Sicherheit kénnen wir mit einem Intervallschditzer, also einem Intervall, in dem der wahre
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Wert mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt, zu Ausdruck bringen. Dazu wéhlen wir ein (kleines)
a € (0,1), etwa o« = 5%. Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass es eine nach N(0,1)
verteilte Zufallsvariable Z gibt, so dass!

np —np

Pp( ~1.96 <
np(l —p)

<1.96) ~ P(~1.96 < Z < 1.96) ~ 0.95.

Weiter ist

- D
< e =)
- Pp(ﬁ— 1.967/p(1 — p)/n < p < p+ 1.961/p(1 —ﬁ)/n).

Wir haben gerade gezeigt, dass

[p—1.96/p(1 — p)/n; D+ 1.961/p(1 — p)/n|

ein Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 95 % ist. Das bedeutet, dass der wahre Wert mit
Wahrscheinlichkeit etwa 95 % in diesem (zufilligen) Intervall liegt. Haben wir 23 Erfolge in
n = 53 Versuchen, ist unser Konfidenzintervall also [0.30,0.57]. Haben wir hingegen 23000
Erfolge bei 53000 Versuchen, ist das Konfidenzintervall etwa [0.430,0.438], also wesentlich
kleiner.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit testen: Nehmen wir an, der Werfer der Miinze behauptet, sie
sei fair, also p = % Konnen wir diese Hypothese aufgrund der Daten verwerfen? Zunichst
stellen wir fest, dass wir prinzipiell zwei Arten von Fehlern mit unserer Entscheidung machen
konnen. Wenn wir die Hypothese verwerfen, kénnte sie doch wahr sein, und wenn wir die
Hypothese nicht verwerfen, kénnte sie doch falsch sein.

Da wir nicht grundlos dem Werfer der Miinze widersprechen wollen, wollen wir die Wahr-
scheinlichkeit, dass wir die Hypothese ablehnen (wir dem Werfer der Miinze widersprechen),
obwohl sie wahr ist (die Hypothese des Werfers richtig ist), kontrollieren. Das bedeutet, dass

P12 (Hypothese verwerfen) < «

fiir ein anfangs gewihltes @ € (0,1) sein soll. Klar ist, dass damit die Hypothese umso
seltener abgelehnt werden kann, je kleiner « ist. Nun kommen wir zu der Regel, mit der wir
die Hypothese ablehnen wollen. In unserem Beispiel haben wir fiir die Hypothese p = % Al
wenig (23 von 53) Erfolge. Wir wiirden die Hypothese ablehnen wollen, wenn

P,_;/2(Daten extremer als tatséichliche Daten) < a. (1.1)

Wir wihlen (wie oben beim Konfidenzintervall) a = 5%. Fiir Y,, nach B(n = 53,p = 3)
verteilt, erwarten wir 26.5 Erfolge. Um die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung, die grofier

"Wir schreiben in dieser einfithrenden Bemerkung ofter approximative Formeln mittels ~’. Es sei bemerkt,
dass dieses Symbol keine mathematisch exakten, beweisbaren Aussagen trifft. Fiir Anwendungen sinnvolle
Resultate liefert es allerdings allemal.
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ist als die der Daten zu berechnen, betrachten wir eine nach N(0, 1) verteilte Zufallsvariable
Z und berechnen

Po_12(| X1+ + X, —26.5] > 3.5)
3.5 Y, —np 3.5
- 1 - P =1 2<— < < >
PR V(i —p) V(- p) Ve - p)
~1—P,_ip(—0.962 < Z <0.962) ~ 33.6 %

Da dieser Wert grofler als a = 5% ist, kann die Hypothese nicht verworfen werden, sieche
(1.1).

1.2 Statistisches Modell und Entscheidungstheorie

Wir beginnen nun mit der Formalisierung der obigen Situation.

Definition 1.1 (Statistisches Modell). Seien S, 0,0’ Mengen. Ein statistisches Modell ist ein
Paar (X, (Py)gco), wobei X eine Zufallsvariable mit Zielbereich S ist, bei deren Verteilung
noch ein Parameter 9 € © frei, also unbestimmt, ist. Das bedeutet, dass es eine Funktion
9 py gibt mit?

Py(X € da) = py(a)da.

Die Menge © heifit Parameterraum, die Menge S Beobachtungsraum. Jede Zufallsvariable
h(X) mit h: S — O heifit Statistik.

Beispiel 1.2 (Parametrische und nicht-parametrische Modelle). 1. Sei © = {(u,0?) : p €
R,0?2 € R;}, S = R"und X = (X1, ..., X,,) unabhéingig normalverteilut, d.h. (Xi)«Py
N(u,0?). Dann heiBt (X, (Py)yeo) das Normalverteilungsmodell.

w02)

2. Sei © = [0,1], S = {0,1}" und X = (Xy,..., X,,) unabhingig mit (X;).P, = B(1,p).
Dann heifit (X, (Py)yco) das Binomialmodell.

3. Ist in Definition 1.1 die Menge © endlich-dimensional, also © C R? fiir ein d = 1, 2, ...,
so spricht man von einem parametrischen Modell. (Siehe etwa 1. und 2.) Ist © hinge-
gen unendlich-dimensional, so spricht man von einem nicht-parametrischen Modell. Ein
Beispiel wire © = {F' : R — [0, 1] Verteilungsfunktion}, S = R" und X = (X1,..., X},)
unabhingig mit

Pr(X; <z)=F(x).

2Wir wollen im Folgenden die dauernde Unterscheidung zwischen diskreten Zufallsvariablen und Zufallsva-
riablen mit Dichten durch die Notation P(X € da) vermeiden. Ist der Wertebereich S von X diskret und
a € S, ist damit
P(X €da) :=P(X =a)

gemeint. Hat X die Dichte f(a)da, ist

P(X € da) := f(a)da.
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Definition 1.3 (Statistische Fragestellungen). Zu einer statischen Fragestellung gehort zundchst
einmal ein statistisches Modell (X, (Py)gco). Anhand der Daten X muss man nun Schlussfol-
gerungen tiber ¥ ziehen. Deshalb gibt es eine (deterministische oder stochastische) Entschei-
dungsfunktion h : S — N, wobei X auch Entscheidungsraum heifst. Fdllt man eine Entschei-
dung fir a € N, was jedoch falsch ist, erhdlt man einen Verlust £ : © x X — R. Die mittlere
Verlustfunktion, namlich die Abbildung ¥ — Ey[l(9, h(X))], heifst auch Risikofunktion.

Bemerkung 1.4 (Schétz- und Testprobleme). 1. Ein Punktschétzer ermittelt anhand der
Daten X eine Vorstellung iiber das zugrunde liegende J. Mit anderen Worten will man
eine Schitzfunktion h : § — © finden, die moglichst gut an den wahren Wert ¢ heran-
kommt.

Hier ist X = ©, und meist £(0,9’) = (¢ — )%, Ein durch h gegebene Schitzer hat dann
einen Bias (oder eine Verzerrung) von Ey[h(X)] — ¢ und eine Varianz von Vy[h(X)].
Man berechnet die Risikofunktion leicht durch

Ey[(h(X) — 0)%] = Ey[h(X)?] = Eg[A(X)]* + Eg[h(X)]* — 20Ey[h(X)] + 6°]
= Vy[h(X)] + (Ey[h(X)] - 0)?,

also die Summe aus Varianz und dem quadratischen Bias.

2. Ein Testproblem liegt dann vor, wenn man sich anhand der Datenlage fiir oder gegen
eine Behauptung (Hypothese) iiber ¥ entscheidet.

Hier ist® © = Oy O, N= {@0,@1} und

0, 196@2',

Die Risikofunktion ist dann

Ey[lygnx)] = Py[Y ¢ h(X)],
also gerade der Wahrscheinlichkeit, sich (bei Giiltigkeit von ¥) falsch zu entscheiden.

Bemerkung 1.5 (Regression und Klassifikation). Wir betrachten nun den Fall, dass X =
((X1,Y1), ..., (Xn,Ys)) aus Beobachtungspaaren mit Zustandsraum S = (Sx x Sy )" besteht.
Dabei nennen wir X auch Prddiktor und Y Ausgang. (Man denke etwa an X =Blutdruck und
Y =restliche Lebenszeit.) Wir nehmen an (d.h. unser statistisches Modell modelliert), dass es
ein r gibt mit ¥ = r(X) + € mit einer Zufallsvariable ¢ mit E[¢] = 0. Das statistische Modell
besteht also aus (X, (P;)rco), wobei © die Menge aller moglichen Zusammenhénge zwischen
X; und Yj ist.

1. Ein Regressionsproblem liegt dann vor, wenn wir fiir einen neuen Datenpunkt X,
das zugehorige Y, 11 vorhersagen wollen. Hier ist also h(X, X,,11) die Vorhersage von
Y,+1. Die Verlustfunktion ist etwa (h(X, X, 11) — Ynt1)?, also gerade der quadratischen
Abweichung der Vorhersage vom wahren Wert.

2. Ein Klassifikationsproblem ist ein spezielles Vorhersageproblem im Fall von endlichem

Sy . Hier ist 1y(x x, . 1)#v,,, der Misklassifikationsfehler.

3Wir schreiben AW B fiir die Vereinigung von A und B, falls AN B = (.
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Bemerkung 1.6 (Frequentistische und Bayesianische Statistik). Oftmals wird streng zwi-
schen der frequentistischen und der Bayesianischen Statistik unterschieden. Der Hauptunter-
schied ist der Folgende: Modellparameter (z.B. die Erfolgswahrscheinlichkeit im Miinzwurf)
sind in der frequentistischen Sichtweise immer deterministisch. In der Bayesianischen Statistik
werden sie als Zufallsvariablen modelliert.

Nehmen wir das Beispiel aus Abschnitt 1.1. Vor Beginn der Experimentes wissen wir nichts
iiber den Erfolgsparameter des Miinzwurfes. Deshalb nehmen wir an, dass P ~ U([0,1]).
Fiihren wir nun 53-mal das Experiment durch, und erlangen hierbei 23 Erfolge, so veréndert
dies unsere Einschitzung iiber die Verteilung von P. Es ist X; + - -+ X353 ~ B(53, P), wobei
P ~ U([0,1]) die sogenannte apriori-Verteilung ist. Nach Durchfithrung des Experimentes ist

p* (1L —p)*

P(Pedp| X1+ -+ Xs3=23) =
( | ) fol x23(1 — )30z

dp,

was man auch a postertori Verteilung nennt.



2 Einfithrende Konzepte

2.1 Die multivariate Normalverteilung

Die Normalverteilung hat eine wichtige Stellung in der Statistik. Grund hierfiir ist der Zentrale
Grenzwertsatz: kommt eine zufillige Grofle durch viele unabhéngige Einfliisse zu Stande, so
ist sie anndhernd normalverteilt. Wir stellen nun die mehrdimensionale Normalverteilung
vor. Wir erinnern daran, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafl P eine mehrdimensionale Dichte
f:R% — R besitzt, falls

P(Bl X oo X Bd) = / s f(l‘l, ...,md)dxd~ --Cl.%'l
B1 By

fiir alle Intervalle By, ..., By.

Definition 2.1 (Multivariate Normalverteilung). Sei u € R und ¥ € R¥™*? eine symmetri-
sche, positiv definite Matriz. Eine R%-wertige Zufallsvariable heifst normalverteilt mit Erwar-
tungswert(vektor) u und Covarianz(matriz) 3, falls sie die Dichte!

= ! ex flajf s -
f@) = msexp (— 3o =) =@ - )

besitzt. Wir schreiben dann X ~ N(u,X). Im Falle? ;1 = 0 und ¥ = Iy spricht man von einer
multivariaten Standard-Normalverteilung.

Bemerkung 2.2 (Singuldre multivariate Normalverteilungen). Bei der obigen Definition der
multivariaten Normalverteilung liegt die Wahrscheinlichkeitsmass auf ganz R%. Man kann die
Definition auch erweitern und erlauben, dass die multivariate Normalverteilung nur auf einem
linearen Teilraum von R? Wahrscheinlichkeitsmasse legt. In einem solchen Fall wire ¥ nur
nicht-negativ definit, d.h. hétte auch verschwindende Figenwerte. Dann braucht man jedoch
maf3theoretische Konstruktionen, um die Verteilung iiberhaupt hinzuschreiben. Da wir in
dieser Vorlesung keine solchen Methoden zur Verfiigung haben, begniigen wir uns mit obiger
Definition.

Lemma 2.3 (Transformationen von multivariaten Normalverteilungen). Sei p € RY, ¥ €
R4 positiv definit, n < d mit b € R™ und A € R™*¢ mit vollem Rang. Sei X ~ N(u,¥) und
Z = AX +b. Dann ist Z ~ N(Ap+ b, AZAT).

Insbesondere gilt® fir A = X712 und b = —Ap, dass Z multivariat standard-normalverteilt
18t.

'Wir bezeichnen mit 2" einen Zeilen- und mit & einen Spaltenvektor.

2Hier bezeichnet I; die d-dimensionale Einheitsmatrix.

3Ein Ergebnis aus der linearen Algebra besagt, dass man aus einer positiv definiten Matrix ¥ eine Wurzel
ziehen kann, d.h. es gibt ein A mit A? = %.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur im Fall n = d, da der allgemeine Fall etwas mehr
Maftheorie erfordert. Es geniigt, den Fall u© = 0 zu betrachten. Der allgemeine Fall folgt dann
durch Addition von p. Wir schreiben mit dem Transformationssatz?

P(AXGle--~><Bd):/ !
A~1(Byx--XBg) (QW)d‘det(Z)‘

exp ( - %xTAT(AEAT)_lAa:> dx

det(A 1
:/ et(4) exp ( - —xTAT(AEAT)’le>da:
A-1(Byx--xBy) V/ (2m)4|det(AXZAT)| 2
1 [ -1
= exp| — -y (AXA dy,
/Bl><~--><Bd /@) det(ASAT)| p(—gu" (ST y)dy
d.h. AX ~ N(0, AXAT). O
Korollar 2.4. Sei X = (X1,..., X3) ~ N(0,1;) und O € R™? orthogonal. Dann ist OX ~
N(O7Id)
Beweis. Nach Lemma 2.3 ist OX ~ N(0,0I;,0") = N(0, I,;). O

2.2 Totalvariationsabstand
In der Statistik miissen wir hdufig zwei Verteilungen vergleichen und etwa abschétzen, ob
diese dhnlich sind oder nicht. Eine Moglichkeit, dies zu tun, geben wir nun an.

Definition 2.5 (Metrik der Totalvariation). Seien P und Q WahrscheinlichkeitsmafSe (auf
derselben o-Algebra A). Dann ist

[P — Ql|rv := sup [P(A) — Q(A)]
AcA

der Totalvariationsabstand von P und Q.

Lemma 2.6 (Eine Darstellung des Totalvariationsabstandes). Seien P und Q Wahrschein-
lichkeitsverteilungen. Dann gibt es ein A mit |P — Q||rv = (P — Q)(A). Auferdem gilt, falls
P und Q auf einem diskreten Raum definiert sind,

IP—Qllrv =3 Y |P(z) - Q(a)|.
TES

Beweis. Wir setzen B := {z : P(z) > Q(z)}. Es gilt

sup [P(4) — Q(4)| = sup(P(A) - Q(A)) = sup Y (P(z) - Q(x)) < > (P(x) — Q(x))

AcA AcA AeA +eB
=P(B) - Q(B),
woraus die erste Behauptung folgt. Die zweite folgt dann mit

Y [P@@) — Q@) =) (P(x) - Q=) + Y (Qx) - P(x))

zeS zeB reBe

= (P(B) - Q(B)) + (1 - Q(B) -1+ P(B)) = 2(P(B) - Q(B)).

“Dieser besagt, fiir eine glatte, bijektive Abbildung ®, dass fé(ﬂ) f)dy = [, f(®(x)) |det(D®(z))| dx

10
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Bemerkung 2.7 (Statistische Interpretation). Angenommen, wir haben uns zu entscheiden,
ob Daten X nach P oder nach Q verteilt sind. Wir wollen hierfiir eine Menge A ausmachen,
so dass wir uns bei Vorliegen von X € A fiir P und bei X ¢ A fiir Q entscheiden. Doch
wie wihlen wir A? Sinnvollerweise wihlen wir dies so, dass der Fehler, den wir bei obiger
Entscheidungsregel machen, minimal ist. Ein Fehler passiert dabei immer dann wenn X nach
P verteilt ist, aber X ¢ A ist, oder wenn X nach Q verteilt ist, aber X € A ist. Es gilt also,
P(A°) + Q(A) zu minimieren. Es gilt

inf (P(A%) +Q(A)) =1—sup P(4) - Q(A) =1—|[P - Ql|rv.

AcA AcA
Also legt der Totalvariationsabstand die mogliche Trennschérfe eines Tests P gegen Q fest.
Je grofer der Abstand, desto besser sind die beiden Mafle zu trennen.

Beispiel 2.8 (Zichen mit und ohne Zuriicklegen). Z&hlt man die Anzahl der Erfolge beim
Ziehen mit und ohne Zuriicklegen, so wird man vermuten, dass bei grofler Gesamtkugelzahl
das Zuriicklegen keine grofle Rolle spielt. Um diesen Effekt etwas abzuschétzen, sei P =
Hyp(N, K,n) und Q = B(n, K/N). Wir berechnen fiir grofe N und K und p = K/N

2[P-Qllrv = Z‘ (.- K) - <Z>pk(1 —p)”_k‘

n

-y (”)’K“'(K—kJrl)(N—K)‘--(N—K—n+k+1) _Kk(N—K)”—k‘
k=0

k N-—(N—n+1) Nn
. (n) K’“ LK Q)N B - (V- K)TY) Kk(N—K)n—k‘
im0 \F N (1-N1() v
£ )2 (240
;(n(n Dp?  n(n zvl)_(lK— p)? n n(n]\; 1)) _ n(n]\; 1).

Die =~ gelten dabei jeweils ungefihr im Grenzwert grofier V. Man sieht also, dass fiir grole N
(und moderate n) das Ziehen mit und ohne Zuriicklegen im Sinne des Totalvariationsabstandes
dhnlich ist.

Beispiel 2.9 (Abstand von Normalverteilungen). Wir berechnen noch den Totalvariations-
Abstand von P = N(p,1) und Q = N(v, 1), d.h. von zwei Normalverteilungen mit gleicher
Varianz. Wir behaupten

wobei z — ®(z) die Verteilungsfunktion von N (0, 1) ist.
Zunichst ist fiir P mit Dichte f, und Q mit Dichte f, immer — wie im Beweis von Lemma 2.6

HP - QHTV = P(fu > fu) - Q(fu > fu)

Nun ist fiir v > p

2

ful@) > folz) = (@-p)P<@-v)? < z2(v—p) <30*—p?) < 22<v+p

11
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Insgesamt folgt also mit X, P =P, Y,P = Q und Z,.P = N(0,1)
IP-Qllrv =P2X <v+pu)—PRY <v+u)=P2Z<v—u)—PRZ<p-v)
_ m(M) Y
2
Bereits bei Markov-Ketten haben wir Kopplungen kennengelernt. Diese hdngen mit dem To-

talvariationsabstand wiefolgt zusammen.

Theorem 2.10. Seien P und Q Wahrscheinlichkeitsmafe (auf einer o-Algebra A). Weiter
seien X, Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P’) definiert mit X, P’ = P und Y, P’ =
Q. Dann gilt

P —Qllry <P/(X #Y).
Bemerkung 2.11. Man kann auch noch zeigen, dass es einen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P’) mit X,P’ =P und Y,P’ = Q gibt, auf dem Gleichheit gilt.

Beweis. Wir schreiben, mit dem Erwartungswert E’ beziiglich P,
IIP — Qllrv = sup [E'(1xea — lyea)| < sup E'(|Lyxea — 1yeal)
AcA AcA
= sup E'(|Ixea — lyea|, X #Y) <E(X #Y).
AcA
O

Beispiel 2.12. Sei P = B(n,p) und Q = B(n,q) mit ¢ > p. Seien Uy,...,U, ~ U([0,1])
unabhiingig und X = >"" | 1y,<p sowie Y = 3" | 1y,<4. Nun gilt

P - Qlrv <P(X #Y)=1-(1-(¢—p)" <nlg—p).

2.3 Stochastische Ordnung

Wie im letzten Beispiel sei X ~ P = B(n,p) und Y ~ Q = B(n,q) mit ¢ > p. Tendenziell
wird also Y grofler als X sein, da die Erfolgswahrscheinlichkeit ja hoher ist. Basierende auf
Daten bedeutet das, dass wir uns bei Vorliegen von vielen Erfolgen eher fiir das Vorliegen von
Q entscheiden werden, und fiir P bei wenigen Erfolgen. Das entsprechende Konzept stellen
Wwir nun vor.

Definition 2.13 (Stochastische Ordnung). 1. Seien P und Q Wahrscheinlichkeitsmafe
auf R. Dann sagen wir, Q sei stochastisch groer als P, falls Q([t;00)) > P([t;00)) fiir
alle t € R.

2. Eine Familie (Py)yco mit © C R wvon Wahrscheinlichkeitsmaf$en heifit stochastisch
wachsend in 9, falls Py fiir 9 > ' stochastisch grifier ist als Py.

3. Seien X,Y reellwertige Zufallsvariable. Dann heifft Y stochastisch grofer als X, falls
Y. P stochastisch grifier ist als P, d.h. P(Y >t) > P(X >t) fiir alle t € R.

Bemerkung 2.14 (Stochastische Ordnung und Verteilungsfunktionen). Seien Fp und Fq
die Verteilungsfunktionen von P und Q. Es ist genau dann Q stochastisch grofler als P, wenn
Fp < Fq.

12



2 Einfiihrende Konzepte
Lemma 2.15 (Stochastische Ordnung und Kopplung). Seien P und Q zwei Wahrscheinlich-
keitsmafle auf R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Q st stochastisch grifer als P.

2. Es gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und Zufallsvariable X, Y mit X, P =
P,Y,P=Q und X <Y.

Beweis. 2.=1.: Es gilt fiir alle t € R
Q([t,00)) =P(Y =2 t) 2 P(X > 1) = P([t,0)).

1.=2.: Seien Fp und Fq die Verteilungsfunktionen von P und Q. Nach Voraussetzung ist
Fq < Fp. Sei U,P = U([0,1]), d.h. U ist U([0, 1])-verteilt. Wir definieren X := inf{t :
Fp(t) > U} und Y :=inf{t: Fq(t) > U}. Dann gilt

P(X <t)=P(Fp(t)

) = Fp(t),

>U)=Fp
P(Y <t) =P(Fq(t) 2 U) = Fq(t),
und wegen {t: Fp(t) > U} D {t: Fq(t) > U} ist auch X <Y. ]

Wir behandeln nun noch eine spezielle Situation, die wir spéter genauer betrachten werden.

Lemma 2.16. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte f. Falls f(x) = f(—z) fir
alle x und 0 das einzige Mazimum von f ist, dann ist (X + u)? stochastisch wachsend in p.

Beweis. Sei F' die Verteilungsfunktion von X. Fiir ¢t > 0 gilt

Su P+ 2 ) = LP(X 44l 2 0) = L F(-t )+ Pt = )

ou o
=ft—p) — flt+p) >0.
Daraus folgt, dass pu + P((X + u)? > t?) wachsend in p ist. O

Definition 2.17 (x2-Verteilung). Seien X1, ..., X4 ~ N(0,1) unabhingig und p € R®. Dann
heif§t die Verteilung von'Y = Zle(uiJrXi)? unzentrierte x2- Verteilung mit d Freiheitsgraden
und Unzentriertheit |u|>. Wir schreiben auch Y ~ x3(|u|?).

Bemerkung 2.18. In der Tat ist zunéchst unklar, ob die Verteilung von Y in obiger Defini-
tion nur von |u|?, und nicht vom gesamten Vektor p abhiingt. Wir beweisen nun

d d

Z(Mz‘ + X)) ~ (lpl + X1)% + ZXZQ
=1 =2

Es sei bemerkt, dass hier die rechte Seite nur von |u|? abhingt.
Es gibt eine orthogonale Matrix O mit Ou = |pu|e;. Nun ist OX ~ N(0, I), also gilt

d d
S (i + X = |u+ XP = [Op+ OXP ~ [[uer + X| = (|ul + X1)> + 3 X2.
i=1 1=2

Theorem 2.19. Die Familie (X3(|u|2))|u|2 ist stochastisch wachsend.

13



2 Einfiihrende Konzepte

Beweis. Zunichst behaupten wir folgendes:

Seien X,Y, Z Zufallsvariable, so dass X,Y und X, Z unabhéngig sind.
Ist dann Y stochastisch grofler als Z, so ist auch X + Y stochastisch (2.1)
grofer als X + 7.

(Fiir den Beweis hierfiir sieche Ubung.) Nun ist nach Bemerkung 2.18 (|| + X1)24+ 3%, X2 ~
x5(|1|?) als Summe zweier unabhéingiger Zufallsvariablen. Nach Lemma 2.16 sind die Vertei-
lungen von (|u|+ X1)? stochastisch wachsend in |u|?. Nun folgt die Behauptung aus (2.1). [

2.4 Suffizienz

In unserem einfithrenden Beispiel wollten wir den Erfolgsparameter p eines p-Miinzwurfes
X = (Xy,..., X53) schitzen, wobei X7 + -+ + X5z = 23 war. Da wir nur Kenntnis dieser
Summe hatten, jedoch nicht von den einzelnen Miinzwiirfen, kénnen wir uns fragen, ob wir den
Schétzer von p = 23/53 verbessern konnen, wenn wir genauere Kenntnis iiber die einzelnen
Wiirfe haben. Dies ist nicht der Fall, wie wir sehen werden. Der Grund dafiir ist, dass X7 +
.-+ + Xs3 eine fiir p suffiziente Statistik ist.

Definition 2.20 (Suffiziente Statistik). Sei (X, (Py)yeco) ein statistisches Modell und
Py(X € da) = py(da). Eine Zufallsvariable t(X) mit Zielbereich S heifst suffiziente Stati-
stik fir 9, falls fir alle y € S

Py(X € - | t(X) € dy) nicht von ¥ abhingt.

Beispiel 2.21 (Miinzwurf). Sei X = (Xi,...,X,) € {0,1}" ein p-Miinzwurf mit noch unbe-
stimmtem p. Der statistische Raum ist also (X, (Py),e0,1)), wobei

Py(X = (21,...,2,)) = p"(1 —p)" 7, falls k = sz
1=1

Die Statistik
t(Xl""vXn) :X1++Xn

ist suffizient fiir p. Denn es gilt fir k =21 + -+ + x5,

PP(X - (xlv"‘7$n)) pk(l _p)n_k
P, (X =(z1,...,20) | X+ -+ Xy =k) = P,(X1+--+ X, =k) - (Z)pk(l—p)"*lC
_ 1
)

unabhingig von p. Fiir k # )" | z; gilt
Pp(X: (xl,...,xn) ’Xl—l——i-Xn:k) =0,

ebenfalls unabhéngig von p.

14



2 Einfiihrende Konzepte

Beispiel 2.22 (Uniformes Modell). Wir betrachten das statistische Modell (X, (Py)g—(0,00)),
wobei X = (X1, ..., X;,) ein unabhéngiger Vektor ist mit (X;).Py = U([0,9]), d.h. X1,..., X,
sind unabhingig und uniform auf [0, ] verteilt. Wir behaupten nun, dass

t(X):= sup X;

i=1,...,n

fiir ¥ suffizient ist.
Denn: Es gilt etwa fiir z < y

z/9-(n—1)y" /9"t n-— lz

Py(Xy <zlt(X) =y) = ny"—1/gn T oon oy

unabhéngig von .

Theorem 2.23 (Fisher-Neyman’scher Faktorisierungssatz). Sei (X, (Py)yeco) ein statisti-
sches Modell und T = t(X) mitt : S — S’. Dann sind dquivalent:

1. T ist suffizient,

2. Es gibt go: " >R und h: S — R, so dass

Py(X € dx) = gy(t(z))h(z)dz.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur im diskreten Fall. '2. = 1.”: Zunéchst gilt Py(X =
z|t(X) =t) =0 fiir t # t(z), was unabhéngig von ¢ ist. Fiir ¢ = ¢(x) hingegen ist unter 2.

Py(X = 2|t(X) = t) = g (t(x))h(x) _ gy (t(x))h(x) _ h(x)

Dyt =t 90 EWNAY)  9o(t(2)) Xy =e PW)  Xyuryy=e h(Y)
was ebenfalls unabhéngig von ¥ ist. Fiir 1. = 2.” setzen wir
go(t) :==Py(t(X) =1),  h(z) =Py(X = z[t(X) = t(z)).
Dann ist h(x) nach Voraussetzung unabhéngig von ¥ und es gilt
Py(X =) = Py(X = 2, 1(X) = t(x)) = h(z)gy(t(x))
und die Behauptung ist gezeigt. O

Beispiel 2.24 (Miinzwurf). Im Beispiel des Miinzwurfs aus Beispiel 2.21 ist t(X) = X; +
-+ X,,. Hier ist
Pﬂ(Xl =T1,...,Xp = xn) — ﬁt(X)(l _ ﬂ)nft(X)j

woraus sich die Darstellung aus Theorem 2.23.2 mit h = 1 ergibt.

Beispiel 2.25 (Uniformes Modell). Im uniformen Modell aus Beispiel 2.22 ist ¢(X) =
SUp;—1,..n X; und

,,,,,,,,,,

,,,,,
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2 Einfiihrende Konzepte

2.5 Exponentialfamilien

Viele Verteilungen, etwa die Normal- Poisson-, Binomial- und Exponentialverteilung, haben
eine gemeinsame Struktur, die oftmals direkte Rechnungen erméglicht. Diese Struktur wird
in der folgenden Definition formalisiert.

Definition 2.26 (Exponentialfamilie). Sei © C RE. Ein parametrisches statistisches Modell
(X, (Py)yco) heifit k-parametrige Exponentialfamilie (mit ¢, t,d,h) fir

Cly ey Cyd 1 © = R, t1,.nte, h : R" - R,

falls

Py(X € dzx) = h(z) - exp ( ‘

J

ci(D)tj(x) — d(ﬁ))dw = h(z) - exp (c(z?)Tt(x) —d(¥))da.

k
=1

Gilt insbesondere c; (V) = 0;, also
polw) = hiz) -exp (97 t(x) — d(@)), @ ER",

so sagt man, die Exponentialfamilie sei in kanonischer Form.

Bemerkung 2.27 (l-parametrige Exponentialfamilie). Fiir den Spezialfall einer 1-
parametrigen Exponentialfamilie gibt es Funktionen ¢, d, ¢, h mit

po(@) = h(z) - exp (c(ﬁ)t(m) _ d(ﬁ)), z € R™.

So ziemlich alle statistischen Modelle, die auf uns bekannten Verteilungen basieren, sind
Exponentialfamilien:

Beispiel 2.28. Sei (X, (Py)yco) ein statistisches Modell.

1. Ist ® = [0,1] und X = (X1, ..., X;;) mit Xy, ..., X, unabhéngig und (X;).Py = B(1,9),
(d.h. wir betrachten das Binomialmodell aus Bemerkung 1.2), so gilt

Py(X = (21, ., ) = 92125 (1 — ) iz @i
= exp zilogd+ (n— > x;)log(l—1)
@ (L ailogd + (n =3 w) los(1 — )

= exp <log . f 3 Z:L‘,L + nlog(1l —19))
=1

und damit haben wir es mit einer 1-parametrigen Exponentialfamilie mit

19 n
(V) = log 1-0 t(x) = Zﬂ?i, d(¥ = —nlog(1l — )
i=1

zu tun.
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2 Einfiihrende Konzepte

2. Ist © = {(u,0°) : p € R,0% € Ry} und X.P, ,2) = N(v,0?) (d.h. wir betrachten das
Normalverteilungsmodell aus Bemerkung 1.2), so ist

(z — p)?
P oo (X € dr) = —— exp (- )da
2
1% x Lrp
= exp (ﬁﬂf — ﬁ — 5(; =+ 10g(27TO'2)>>d.fU

Also ist die Familie der (ein-dimensionalen) Normalverteilungen eine 2-parametrige Ex-
ponentialfamilie mit

c1(p, 0%) = % ti(x) =z,
1
CQ(Maaz) - _Tﬂ7 tz(l') = 1’2,
1
h(z) =1, d(p, o) = ) (% + log(27702)>.

Diese ist nun allerdings nicht in kanonischer Form.

3. Ist ® = [0,00) und X = (Xy,...,X,,) mit Xj,..., X,, unabhingig und (X;).Py =
U(]0,7)) (d.h. wir betrachten das uniforme Modell), so handelt es sich nicht um ei-
ne Exponentialfamilie.

Bemerkung 2.29 (Stichprobe aus einer Exponentialfamilie). Ist (X, (Py)gco) eine k-
parametrige Exponentialfamilie mit Funktionen cy, ..., cg, d, t1, ..., tg, h, und sind Xy, ..., X,
unabhéngig und identisch nach Py verteilt. Dann ist ((X1,..., X5), (Py)yco), (d.h. die ge-
meinsame Verteilung von X7, ..., X,,) ebenfalls eine Exponentialfamilie mit

N N N
01,...,Ck,nd, E t1071’i,..., E tkoﬂ'i;Hhoﬂ'i
i=1 =1 =1

mit der Projektion 7;(z) = x;.
Denn: Wir schreiben

k n
P(X1 € da1, ., Xn € dn) = h(z1) - - h(2p) - exp (ch(f}) > (i) - nd(ﬁ)).
j=1 i=1

Proposition 2.30 (Suffiziente Statistik bei Exponentialfamilien).
Sei (X, (Py)yeo) eine Exponentialfamilie (mit ¢, t,d,h). Dann ist die Statistik T := t(X) =
(t1(X), ..., tx (X)) suffizient.

Beweis. Um die Suffizienz von T' zu sehen, schreiben wir zunéchst
Py(X € dz) = h(z)gs (t(x))
fiir
g9(t(x)) = exp(e(9) "t(z) — d(9)).

Damit folgt die Aussage aus dem Fisher-Neyman’schen Faktorisierungssatz, Theorem 2.23.
O
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2.6 Bayes’sche Modelle

Die Formel von Bayes ist wohlbekannt. Auf ihr beruht der grofle Zweig der Bayesianischen
Statistik. Grundlegend ist hier, dass in einem statistischen Modell (X, (Py)gco) ein Vorwissen
iiber die Moglichkeiten besteht, welcher Parameter ¢ € © zutrifft. Dies wird in der a-priori-
Verteilung zusammengefasst, einer Verteilung auf ©.

Definition 2.31 (A-priori-Verteilung, a-posteriori-Verteilung). Sei (X, (Py)yco) ein stati-
stisches Modell mit © C R. Fine a-priori-Verteilung ist die Verteilung m einer Zufallsvariable
= auf ©. In diesem Fall wird durch

PEc A X eB):= / P(E € d9)Py(X € B)
A

die gemeinsame Verteilung von Z und X auf © x S definiert. Die a-posteriori- Verteilung ist
dann die Verteilung

7 (dY) :=P(E € dI|X = z).
Bemerkung 2.32 (A-posteriori-Verteilung bei diskreten und stetigen Modellen).

1. Sei (X, (Py)geo) ein statistisches Modell und © C Z* (also diskret), und = eine ©-
wertige Zufallsvariable. Fiir die a-posteriori Verteilung gilt dann

Wir bemerken, dass der Nenner nicht von 1 abhingt und damit nur eine Normierungs-
konstante darstellt. Deshalb ist es dquivalent,®

P(Z=9|X =2) ~, P(E=19) -Py(X €dzx)
zu schreiben.

2. Tst (X, (Py)geco) ein statistisches Modell und © C R*, und ist Z eine ©-wertige Zufalls-
variable und = ~ 7 mit Dichte g, so hat die gemeinsame Verteilung von = und X die
Dichte g(d?) - Py(X € dx). Fiir die a-posteriori Verteilung gilt dann

9(¥) - Py(X € dur)

PEedIX=1) = Jam)Py(X € da)dn

also
P(E € di|X =z) ~y g(¥) - Py(X € dzx).

Es stellt sich heraus, dass die a-priori-Verteilung und die a-posteriori-Verteilung gerade bei
Exponentialfamilien einen besonderen Zusammenhang haben. Dies unterstreicht nochmal die
gute Handhabbarkeit dieser Verteilungen.

SWir schreiben a ~ b, falls a/b nur von z abhingt (d.h. a und b sind proportional).

18
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Proposition 2.33 (Konjugierte Familie bei Exponentialfamilien). Sei (X, (Py)gco) eine 1-
parametrige Exponentialfamilie (mit c,t,d, h) mit Dichte. Weiter sei w die a-priori- Verteilung
einer R-wertigen Zufallsvariable = mit Dichte

exp (0(19)7“ - sd(ﬁ))
J exp (e(mr = sd(n) )dn

Dann ist die a-posteriori- Verteilung

P(T,S) (E S d19) =

~ exp (0(19)7“ - sd(ﬁ)).

P(E (S dﬁ‘X = J}) = P(T+t(x),s+1)(E S d’lg)
Bewets. Es gilt
P(S € dI|X = ) ~p Py (S € dI)Py(X € d) ~y exp (cw)(t(a;) ) (s+ 1)d(19))

~z Pii(a)sr1) (E € dV).

Beispiel 2.34 (A-posteriori-Verteilung bei der Normalverteilung). Wir betrachten
das Normalverteilungsmodell bei bekanntem o2, d.h. das statistische Modell (X =
(X1,..., X0n), (Py)geo) mit X1, ..., X,, unabhingig und (X;).Py = N (9, 0?). Also ist

! (z —9)? dr  0?
P edn) = oo (=) meew (G = )

Nach Bemerkung 2.29 ist damit (X = (X1, ..., X,,), (Py)yco) eine Exponentialfamilie mit
n
tz) =Y xz, (@) =0/c> und  d)=n?/(207).
=1

Angenommen, Z ist die a-priori-verteilte Zufallsvariable mit Verteilung N (a, b?) fiir a,b € R.
Wie sieht dann die a-posteriori-Verteilung aus? Und ist diese um den wahren Wert 9 konzen-
triert?

Um dies zu beantworten, verwenden wir Proposition 2.33. Wir haben fiir die a-priori-
Verteilung

P(Z € dv) ~ exp(— (9 — a)?/2b%) ~ exp(—9?/2b* + Ya/b?).
Setzen wir
r=oc’a/b?, s = o2 /(nb?),
so ist die a-priori-Verteilung also
_ %) n?
P (2 € dJ) ~ exp (ﬁr — s@)
Die a-posteriori-Verteilung ergibt sich damit mit dem Mittelwert T zu
nd? 92 )

- - da U
PEcdi|X =1z) = Pyi(),s+1)(E € dI) ~ exp <ﬁ + ﬁ(xl + ) — 552 " o2

(0 —z)* (ﬂ—a)2> —exp (- (19—&)2>

NeXp<_ 202 /n  2b2 232
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fiir

Pt L mb)
021/71 4 big o2/(nb?) +1 o?/(nb?) +1"
1
/8 pa—

n/o? +1/b%

Damit ist gezeigt, dass die a-posteriori-Verteilung fiir grofle n um T konzentriert ist.
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3 Schatzprobleme

Der in einem statistischen Modell freie Parameter ¢ (oder ein h(¥)) kann aus Daten, d.h.
der Realisierung der Zufallsvariable X geschétzt werden. Fiihrt so eine Schétzung auf einen
einzigen Wert, sprechen wir von Punktschétzern.

Definition 3.1 (Punktschétzer, unverzerrte und konsistente Schitzer).

1. Sei (X, (Py)yeo) ein statistisches Modell und m : © — ©'. Jede Statistik m(X) mit m :
S — O heifit (Punkt-)Schitzer fiir m(9). (Wir schreiben im Folgenden auch m(Py) =

m(?).)

Der Bias oder die Verzerrung von m(X) ist gegeben als
b(¥, m,m) := Ey[m(X)] — m(9).

Ist b(9,m,m) = 0 fir alle 9, so sagt man, m ist ein unverzerrter (erwartungstreuer,
unbiased ) Schdtzer fiir m.

2. Sei (X", (P})yco)n=1,2,. eine Folge statistischer Modelle mit derselben Parameter-
menge © und mi(X1),ma(X?),... eine Folge von Schitzern fiir m(9). Die Folge
m1 (X1, ma(X?),... heift konsistent, falls

Py ([ (X") = m(d)] > &] 222 0
fiir allee > 0,9 € ©.

Bemerkung 3.2 (Varianz und mittlere quadratische Abweichung eines Schitzers). Die Va-
rianz eines Schétzers ist gegeben als

v(¥,m) == Vylm(X)].
Die mittlere quadratische Abweichung ist
Ey[(i(X) —m(9))?].
Mit Bemerkung 1.4 sehen wir, dass
Ey[(M(X) — m(9))?] = v(9, ™) + b(d, m, i)?.

Mit der Chebycheff-Ungleichung (Proposition ??) ist also eine Folge m1(X1), ma(X?),... von
Schétzern fiir m(¢) insbesondere dann konsistent, wenn sie approximativ (d.h. im Grenzwert
grofler n) unverzerrt ist und

v(0, M) 20

gilt.
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Beispiel 3.3 (Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf). Betrachten wir noch einmal
das einfithrende Beispiel der Schitzung des Erfolgsparameters in einem Miinzwurf X =
(X1,...,Xy) in n Versuchen, d.h. Xi,..., X, sind unabhingig und B(1,p)-verteilt. Wir be-
trachten zwei Schéitzer, ndmlich

PX) =X, P(X)=X;.

Man beachte, dass beide unverzerrt sind, denn
Ep[p] = Ep| ZE Xi1] = Ey[p] = p.
Allerdings ist

Volp] = V[ TR = S = LVIXG] = b1 - ),
Vyp[Xi] =p(1 - p),

und damit hat p eine kleinere Varianz als p’ (was nicht erstaunen sollte).

3.1 Plugin- und momentenbasierte Schatzer

Wir behandeln nun grundlegende Prinzipien des Schitzens. Diese sind Plugin-Schétzer (De-
finition 3.4), den Spezialfall von momentenbasierten Schiitzern (Definition 3.8). Im néchsten
Abschnitt behandeln wir dann Maximum-Likelihood-Schétzer (Definition 3.10).

Definition 3.4 (Empirische Verteilung, Plugin-Schitzer). Sei (X = (X1,..., Xn), (Py)oco)
ein statistisches Modell. Dann heifit die (zufillige, diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilung auf

{X1,..., X}, gegeben durch
1 n
== lxea
n

die empirische Verteilung von X. (ES hat also PX ein Wahrscheinlichkeitsgewicht von 1/n
auf X1, ..., Xp, d.h. fiir Z ~ Py zstPX(Z—xz)—l/n i=1,..,n)
Fiirm :© — © heifit
m(X) :=m(Px)

Plugin-Schétzer fiir m.

Beispiel 3.5 (Plugin-Schétzer fiir Erwartungswert und Varianz). Seien X1, ..., X, unter Py
identisch verteilt.

1. Wir wollen den Plugin-Schitzer fiir m(J) := Ey[Xi] angeben. Wir berechnen (und
bezeichnen mit Ex die Erwartung beziiglich Px und Z ~ Px)

m(X)=m(Px) =Ex]| ZXPX (Z = X;) ii
=1 i=1

d.h. der Plugin-Schétzer ist gerade der Mittelwert der Daten.

22



3 Schétzprobleme

2. Nun zum Plugin-Schétzer fiir m(J) := Vy[X1] angeben. Wir berechnen (und bezeichnen
mit Vx die Varianz beziiglich P X)

Mm(X) = Vx[2] = Bx[2? - Bx[2)” = (% ix?) -X’
=1
_ % 3O - X)? = 5(X).
=1

Die gerade ermittelten Schétzer fiir Erwartungswert und Varianz einer Verteilung wollen wir
nun etwas niher beleuchten.

Proposition 3.6 (Mittelwert und empirische Varianz als Schitzer fiir Erwartungswert und
Varianz). Sei (X = (X1,..., Xn), (Py)yco) ein statistisches Modell, wobei X1, ..., X,, unter Py
reellwertig, unabhingig und identisch verteilt sind. Weiter sei Ey[X{] < oo fiir alle ¥ € ©.

1. Der Mittelwert

3\*—‘

ist ein unverzerrter, konsistenter Schdtzer fﬂr Ey[X4].

2. Die empirische Varianz
1 < -
2 o 2
s%(X) '_n—lél(XZ X)
1=

ist ein unverzerrter, konsistenter Schitzer fir Vy[Xi].

Bemerkung 3.7. Der Plugin-Schitzer $2(X) fiir V[X7] unterscheidet sich vom unverzerrten
Schitzer s?(X) durch den Faktor (n — 1)/n Insbesondere gilt also, da s?(X) unverzerrt ist,

b(9, V. [X1],5%) = BEy[s%(X) — s*(X)] = —%Eﬁ[ﬁ(X)] = —%Vﬁ[xl].

Da dies fiir n — oo gegen 0 konvergiert, ist immerhin 5?(X) nach Bemerkung 3.2 konsistent.
Beweis. 1. Zunéchst ist
Ey[X] = 3 (By[X1] + - + Ey[Xy]) = Ey[X1],

was bereits die Unverzerrtheit von X als Schiitzer von py zeigt. Fiir die Konsistenz schreiben
wir fiir e > 0

o X1+ + X
Py[|X — Eg[X1]| > <] = Pﬁ<(1+n+” ~By[X))| 2 e) LN
nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen.
2. Wir schreiben zunéchst
Ey[s*(X)] = -1 IZE§X2—2XX+X] nEy[X? —2X, X + X .

=1
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Nun ist
Eg[X7] = Eg[X1]* 4+ Vg [Xu],
Eg[X1X] = Eg[X1]* + 2Vy[Xy],
72 PR—
Ey[X'| = Eg[ X X],
also

Ey[s*(X)] = ;25 Eo[XT — X1X] = Vy[X4],

n—1

was die Unverzerrtheit bereits zeigt. Die Konsistenz wird in einer Ubungsaufgabe nachgepriift.
O

Definition 3.8 (Momentenbasierte Schétzer ). Sei (X = (X1,..., Xn), (Py)oco) ein statisti-
sches Modell, so dass X1, ..., X,, unabhdngig und identisch verteilt sind. Weiter sei

m(Pﬁ) = h(ml(Pﬁ), ceey mg(Pﬁ))

mat
my(Py) = Eg[X7]

das k-te Moment von Py. (Das heifit, die zu schitzende Funktion m(Py) lisst sich als Funk-
tion der ersten £ Momente schreiben.) Dann heif$t

_ 1
ig(X) =~ > X!
=1

auch k-tes empirisches Moment und der Schitzer

heifst momentenbasierter Schdtzer fiir m.

Beispiel 3.9 (Schéitzung des Parameters einer Poisson-Verteilung). Momentenbasierte
Schétzer miissen nicht eindeutig sein, wie folgendes Beispiel zeigt. Seien X1, ..., X,; unabhéingig
und identisch verteilt mit (X;).P = Poi(9). Es gilt

m(Py) := 9 = my(Py) = ma(Py) — m1(Py)°.

Deshalb ist sowohl

1 _
X)=my(X) = — X, =X
M) = mX) =23
als auch
~ 1 & —2
m(X) i =me(X)—m(X)2==) X?2-X" =3X
) = a(X) = () = T3 X, P(X)

ein momentenbasierter Schatzer fiir .
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3.2 Maximum-Likelihood-Schatzer

Das Konzept von Maximum-Likelihood-Schétzern geht davon aus, dass bereits Daten X = x
erhoben wurden. Der Maximum-Likelihood-Schétzer ist dann dasjenige 9, fiir das die Wahr-
scheinlichkeit, die Daten zu erhalten, maximiert wird.

Definition 3.10 (Maximum Likelihood). Sei (X, (Py)yco) ein statistisches Modell. Die Ab-
bildung
L.{Sx@ — [0, 1]
(z,9) +— Py(X € dx)

heifit Likelihood-Funktion. Fiir eine Abbildung h : S — © mit

L(z,h(x)) = max L(z,9)

heifit Oprp, = h(X) Maximum-Likelihood-Schétzer von 9.

Bemerkung 3.11 (Interpretation von Maximum-Likelihood-Schétzern). Sei X diskret und
X = z. Da die Vorstellung die ist, dass die erhobenen Daten Ergebnis eines Zufallsexperiments
(d.h. die Realisierung einer Zufallsvariable X ) sind, sagt man auch, dass die Daten X = z sind.
Ein Maximum-Likelihood-Schétzer ist also ein Parameter ¢, unter dem die Wahrscheinlichkeit,
die Daten X = z zu beobachten — das ist Py(X = ) — maximal ist.

Beispiel 3.12 (Maximum-Likelihood-Schitzer fiir p und o? von Normalverteilungen).
Wir betrachten den Fall einer unabhéingigen, normalverteilten Stichprobe. Sei also
(X, (P(,02)) (no?)co) mit © = R x Ry so, dass Xi,..., X, unabhiingig und identisch nach
verteilt sind mit (X1).P(, 52) = N(p,0?).

Wir berechnen nun die Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir 2 und 2. Anstatt die Likelihood-
Funktion zu maximieren, werden wir dasselbe fiir deren Logarithmus tun. Wir schreiben

log L((X1,. .., Xn), (1,07)) = log (1 exp ( - Zn: M))

(2ma2)n/2 ~ 20

:—nloga—2¥+0,

; 20
=1
wobei C' weder von y noch von o abhéingt. Ableiten nach pu und o ergibt

dlog L((X1, ..., Xu), (1,0%)) _ z”: Xi—p

o ~ o
dlog L((X1, .-, Xn), (1,0%) 0~ (Xi—p)?
=——+y
Oo o = o

Fiir die Maximum-Likelihood-Schétzer fip;;, und 8%4 1, gilt notwendigerweise

n

> (Xi—finr) =0,
i=1
n _zn: (Xi — finrr)? _0
i=1 i

~

OML
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Die Maximum-Likelihood-Schétzer sind also gegeben durch

1 _
m = - Xz:Xa
HMEL n;
. 1o -
62 = - > (Xi - X)?=3(X).
i=1

Insbesondere sehen wir, dass X nicht nur erwartungstreu und konsistent (sieche Theorem
?7) ist, sondern auch ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir . Allerdings ist der Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir o2 nicht erwartungstreu, wie man aus Proposition 3.6 abliest. Immer-
hin ist 3,, fiir groBe n annéhernd erwartungstreu, da 63,, — s(X) ~—= 0.

Beispiel 3.13 (Maximum-Likelihood-Schitzer des Parameters einer Poisson-Verteilung).
Sei (X, (Py)y>0) so, dass X = (X1,...,X,) und Xi,..., X, unabhéngig und identisch nach
Poi(9) verteilt ist. Wir wissen bereits, dass Ey[X;] = Vy[X1] = ¢. Damit folgt, dass sowohl
X als auch s?(X) unverzerrte Schitzer fiir 9 sind, sieche Proposition 3.6. Wir berechnen nun
den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 1 (welcher sich als X herausstellen wird). Spiter, in
Beispiel 3.26, werden wir sehen, dass dieser dem Schiitzer s2(X) vorzuziehen ist, da er eine
kleinere Risikofunktion besitzt.

Fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¥ berechnen wir zunichst wieder die log-
Likelihood-Funktion

n 19Xi n
log L((X1, ..., Xn),0) =log [[ e~ 1 =~ +log(¥) Y Xi+C,
i=1 v i=1
wobei C' nicht von ¥ abhéngt. Also ist
dlog L((X1,...,Xn),9) 1<
5 = n+ﬁ;Xl. (3.1)

Die log-Likelihood-Funktion ist also maximal fiir

1 — ~ 1 —
—N+ = ZXZ:O’ 19ML:72X’£'
Omr i=1 ni4

Damit ist 9 wmr = X der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 9. OJ

Maximum-Likelihood-Schétzer sind in vielen Féllen konsistent, was sicher eine wiinschens-
werte Eigenschaft ist. Der néchste Satz diese Konsistent von Maximum-Likelihood-Schétzern
in einem einfachen Fall.

Theorem 3.14 (Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schétzern). Sei (X, (Py)gco) ein sta-
tistisches Modell mit © C R endlich, so dass X = (Xy,...,X,) unabhingig und identisch
verteilt sind und X1 eine Zufallsvariable mit Zielbereich R und einer beschrdnkten Dichte fy
ist. Dann ist die Folge von Maximum-Likelihood-Schdtzern von 9 firn =1,2,... konsistent.

Bemerkung 3.15. Der Satz gilt auch unter schwécheren Voraussetzungen. (Etwa sollte ©
kompakt sein und ¥ — L(a, V) stetig.)
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Beweis von Theorem 3.1/. Zunichst ist fiir alle ¥,9" wegen der Jensen’schen Ungleichung,
und, da x +— log(z) konkav ist,

Ey {log ;Z’(())(())} < log Ey [;Z/((‘;({))} = log/fﬁ/ (x) }fz((:;)) dr = log/fﬂ(x)dx =logl=0.

Der Maximum-Likelihood-Schétzer maximiert die Funktion, die ¢ auf

fo(Xs)
f190 (Xl)

1 1 1 —
Zlog L((X1,...,X,),9) — —log L(X1,...,X,), %) ==Y 1
—log (X1,...,X0),9) —log (X4 ), %) n; og

abbildet. Ist ¥y der wahre Parameter, ist wegen des starken Gesetzes der grolen Zahlen

“log L((X1, .., Xn),0) — —log L((X1, ..., Xn), 0 E [1 }<o
IO L((X, - X)) = log DX, o). o) 2% B, [log £ ] <
mit = 0 genau dann, wenn fy = fy,. Da © diskret ist, konvergiert die Folge der Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir 9 gegen 9. O

3.3 Optimalitdtskriterien von Schatzern

Natiirlich wollen wir moglichst gute Schétzer finden. Vorher ist zu kldren, in welchen Sinn
diese Qualitdt der Schétzer denn gemeint ist. Wir beschrénken uns hier auf den mittleren
quadratischen Fehler, also eine quadratische Verlustfunktion.

Definition 3.16 (Mittlerer quadratischer Fehler). Sei (X, (Py)gyeco) ein statistisches Modell
und m : 9 — m(9).

1. Fiir einen Schdtzer h(X) von m(19) ist der mittlere quadratische Fehler (oder die Risi-
kofunktion) definiert als

R )6 = 0,00],
M9 s Bgl(h(X) —m(9))2).

2. Seim:0 — 0 und S C{h:S — O} eine Menge von Schitzern. Falls fiir ein h € S
gilt, dass fiir alle 9 € ©

Rpx)(9) = inf Ru(x) OF

so heifit h(X) bester Schitzer in S.

3. Ist insbesondere S = {h(X) : Ey[h(X)] = m(9),9 € O} die Menge der unverzerrten
Schitzer, so heifit ein bester Schitzer in S auch UMVUE (Uniformly Minimal Variance
Unbiased Estimator).

Mit Hilfe suffizienter Statistiken kann man vorhandene Schétzer besser machen. Dies ist Inhalt
folgenden Satzes.

Theorem 3.17 (Satz von Rao-Blackwell). Sei (X, (Py)yco) ein statistisches Modell, m :
© =0, h:S— 0 mit h(X) einem Schitzer fiir m(9). Ist t(X) suffizient fiir 9, so ist

h(X) = Ey[h(X)|(X)] (3.2)
unabhdngig von ¥ und

Ey[(A(X) — m(9))?] < Ey[(h(X) — m(9))?].
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Bemerkung 3.18 (Interpretation). Das Theorem definiert eine Funktion h:S— 0. Wichtig
ist, dass h(X) nur von ¢(X) abhingt. Es gilt ndmlich

h(z) = Eg[A(X)[H(X) = t(x)]

nach der Definition der bedingten Erwartung, und die rechte Seite héingt wegen der Definition
der bedingten Erwartung nur von #(x) ab. Die Aussage des Satzes ist, dass der Schétzer h(X)
eine kleinere Risikofunktion hat als h(X).

Beispiel 3.19 (Die Schitzer p und p’ beim Miinzwurf). Sei wieder X = (X7,...,X,,) ein p-
Miinzwurf mit noch unbestimmten p. In Beispiel 3.3 haben wir zwei erwartungstreue Schétzer
fiir p kennen gelernt, ndmlich

PX) = L(X1 4+ Xp), P(X) =X,

und hatten auch festgestellt, dass p eine kleinere Varianz (also Risikofunktion) besitzt als
p'. Weiter wissen wir aus Beispiel 2.21, dass ¢(X) = X; + --- + X, suffizient fiir p ist. Wir
konnen also nun den SchéitzerN;bV mit Hilfe des Satzes von Rao-Blackwell verbessern, indem
wir h(X) = p'(X) setzen und h(X) aus (3.2) berechnen. Dies ergibt aus Symmetriegriinden

n
WX) =EBplp (X) [ (X)) = Bp[X1 | X1 4+ Xo] = LY Bp[Xi | X1+ + X,
=1
=B X1+ -+ X, [ X1+ + X = (X0 + -+ Xn)

= p(X).

Insbesondere sehen wir hier ein konkretes Beispiel dafiir, dass E(X ) eine echt kleinere Risiko-
funktion besitzt als h(X).

Beweis von Theorem 3.17. Wir beschrianken den Beweis auf den Fall diskreter Zufallsvaria-
blen X. Der Fall von Zufallsvariablen mit Dichten geht analog. Zunéchst ist

Ey[h(X) | H(X)] = Y h(a)Py(X = a | t(X)),

aesS
was wegen der Suffizienz von ¢(X) nicht von ¢ abhéngt. Wegen (siehe Proposition ?7?)
Ey[h(X)] = By[Eg[h(X) | 1(X)]] = By[h(X)
gilt mit der Varianzformel (Proposition ?7)
Ey[(h(X) = m(9))?] = (Es[h(X)] — m(9))* + Varg[Bg[h(X) | (X)]
( o[A(X)] = m(9))” + Vary [By [h(X)|t(X)]] + By [Vary [1(X) 1(X)]
Ey[(h(X) — m(9))?]
und die Behauptung ist gezeigt. O

Bemerkung 3.20 (Satz von Lehmann-Scheffe). Betrachten wir die Klasse erwartungstreu-
er Schitzer. Der Satz von Rao-Blackwell erlaubt die Verbesserung von Schéitzern mit Hilfe
suffizienter Statistiken. Wir wissen jedoch nicht, ob die Verbesserung optimal ist, d.h. ob es
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sich bei den verbesserten Schitzern um UMVUE-Schétzern handelt. Eine Antwort auf diese
Frage gibt der Satz von Lehmann-Scheffe:
Ist die suffiziente Statistik im Satz von Rao-Blackwell vollsténdig, d.h. fiir alle g gilt

Ey[g(t(X))] = 0,9 € © = Py(g(t(X)) =0) =1,J € 6,

so ist ﬁ(X ) im Satz von Rao-Blackwell ein UMVUE. Weiter sind die suffizienten Statistiken
von Exponentialfamilien vollstandig.
Dies bedeutet etwa, dass im Miinzwurf-Beispiel der Schiitzer X ein UMVUE ist.

Nachdem wir nun gesehen haben, wie man Schétzer besser machen kann, wollen wir nun
wissen, wie grof§ die minimale Varianz eines Schétzers denn sein kann. Hierzu benttigen wir
ein neues, von der Likelihood-Funktion abgeleitetes, Konzept. Wir beschréinken uns dabei auf
folgende Situation:

Definition 3.21 (Fisher-Information). Sei (X, (Py)yco) ein statistisches Modell und
(x,9) = L(z,9) = Py(X € dx) die Likelihood-Funktion. Folgende Voraussetzungen seien
erfillt:

1. © C R st offen;
2. {z : L(xz,9) > 0} hingt nicht von ¥ ab.
3. Die Ableitung a% log L(x, ) existiert und ist endlich;

4. Falls X unter Py eine Dichte py hat: Ist t : S — R, so dass Ey[|t(X)|] < oo fir alle

¥ € 0, so gilt
d 0
819/t(m)pg(a;)al:z: = /t(m)%pqg(a?)dx.
Dann hezﬁt 5 log L(X,v) Score-Funktion und

9 s I(9) := Ey [(aaﬁ log L(X, 19)) }
Fisher-Information.

Bemerkung 3.22 (Fisher-Information einer unabhéngigen Stichprobe). Ist (X, (Py)geo)
ein statistisches Modell mit Likelihood-Funktion (z,?9) — L(z,9) und Z;(¢) die Fisher-
Information. Ist dann Xj, ..., X,, unabhéngig mit Xy, ..., X;;, ~ X unter Py, d.h. Xy,..., X,
sind eine unabhéngige Stichprobe der Verteilung Py, ¥ € ©. Dann ist

9 I(V) = Eﬁ[((wZIOgLXl,19>} ZEﬁ[( 1ogL(XZ,19)H:n-L(q9)

die Fisher-Information des Modells ((X7, ..., X5), (Py)yco)-

Bemerkung 3.23 (Einparametrige Exponentialfamilien erfiillen Voraussetzungen). Ist die
Dichte durch eine ein-parametrige Exponentialfamilie mit

po(x) = 1a(z) exp(c(9)i(z) — d(1))

und 8%0(19) # 0 fiir alle ¥ € © und © C R offen, dann sind die Voraussetzungen von Definiti-
on 3.21 erfiillt.
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Bemerkung 3.24 (Erwartung der Score-Funktion verschwindet). Im Fall einer Dichte schrei-
ben wir

z0) = [ (S 108po(@)) o) = / %d

und fiir die Erwartung der Score-Funktion gilt

Opy ()

Ey [8639 logpg(X)} = / %pﬁ(x)dx = ({ig/pg(x)dx =0.

Also gilt
0
() =V, [879 log L(X, 19)]

Theorem 3.25 (Cramér-Rao-Schranke). Sei (X, (Py)yeco) ein statistisches Modell und 9 —
Z(v¥) die Fisher-Information. Ist t : S — R, so dass Vy[t(X)] < oo fir alle 9 € © und
U(9) := Ey[t(X)]. Sind die Bedingungen aus Definition 3.21 erfillt, so ist U differenzierbar
und es gilt

(¥'(9))

Vy[t(X)] > I9)

v € 0.

Ist also insbesondere t ein unverzerrter Schétzer fir ¥, so gilt

1

Vﬂ[t(X)] > I( )’

Y€ 0.

Gilt Gleichheit, so ist t(X) also ein UMVUE und heif$t auch effizient.

Beweis. Wir filhren den Beweis im Fall kontinuierlicher Py, ¥, d.h. X,Py hat die Dichte py,
¥ € ©. Zunichst ist

U (9) = ;9 /t(m)pﬁ(aﬁ)dx = /t(a:)a%pg(w)d:c =Ey [£9t(X) logpﬁ(X)]

Daraus folgt, mit Bemerkung 3.24 und der Cauchy-Schwartz-Ungleichung, Proposition 77?7

(W @) = (B [106) 5 g po(X)] ) = COV, [1(X), 3 togpo(X)]

0
< Volt(X)] - Vo 55 10gpo(X)] = Volt(X)] - Z(9).
Daraus folgen alle Behauptungen. O

Beispiel 3.26 (Effizienz des Schétzers fiir den Parameter einer Poisson-Verteilung).
Sei (X, (Pa)a>0) so, dass X = (X1,...,X,) und Xy, ..., X, unabhéngig nach Poi(\) verteilt
ist. Wir haben bereits in Beispiel 3.13 berechnet, dass

n

N\ 1

AML = 5 Z Xi
i=1
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der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir A ist. Wir wollen nun sehen, ob XM 1, auch effizient ist.
Dafiir berechnen wir die Fisher-Information (siehe (3.1) fiir die Ableitung der log-Likelihood-
Funktion)

0= (e )] (- 30 =i [L S <

Der Schiitzer A ML ist also effizient, da

1

VPurs] = % - 7
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4.1 Grundbegriffe

Neben Schitzproblemen sind Testprobleme das wichtigste Thema der induktiven Statistik.
In der empirischen Forschung ist es oftmals so, dass aufgrund eines ersten Verstdndnisses
eine Hypothese iiber die erworbenen Daten aufgestellt werden kann. Das Uberpriifen solcher
Hypothesen erfolgt dann mittels statistischer Tests. Wie iiblich geht man davon aus, dass die
Daten die Realisierung einer Zufallsvariable sind.

Wir beginnen mit der Einfithrung wichtiger Begriffe wie Teststatistik, Nullhypothese, Alter-
native, Ablehnungsbereich, Signifikanzniveau und p-Wert. Diese sind teilweise aus der Schule
bekannt.

Definition 4.1 (Statistischer Test). Sei (X, (Py)yco) ein statistisches Modell, S der Zielbe-
reich von X, und ©y,0 4 C O disjunkt mit OgUBO 4 = 0. Hpd € Oq heifit Nullhypothese und
H49 € ©4 heifit Alternativhypothese.

1. Die Hypothese H : ¥ € Op (die entweder Hy oder Hy sein kann) heifit einfach wenn
O = {9} fir ein ¥* € ©. Andernfalls heiffit H zusammengesetzt.

2. Eine Abbildung ¢ : S — [0,1] heifst (randomisierter) statistischer Test von
Hy: v €0y gegen Hy : 19 € Oy.

Hier ist o(x) die Wahrscheinlichkeit, sich fir die Alterantive Ha zu entscheiden (also
Hy abzulehnen), falls die Daten X = x sind. (Man stelle sich also vor, dass die Daten
X = x vorliegen, und man anschlieffend einen ¢(x)-Minzwurf macht und daraus ent-
scheidet, ob man die Null- oder Alternativhypothese annimmt. Insbesondere kann es bei
gleichen Daten zu unterschiedlichen Entscheidungen kommen.) Man sagt, der Test hat
(Signifikanz-)Niveau « € [0,1], falls

sup Ey[o(X)] < a. (4.1)
Y€

3. Der Spezialfall eines nicht-randomisierten, statistischen Tests ist es, wenn ¢(S) =
{0,1}, man sich also immer gleich fir Null- oder Alternativhypothese bei Vorlie-
gen von X = x entscheidet. In diesem Fall ist Y = t(X) eine Teststatistik und
C = t(p (1)) C S der kritische Bereich oder Ablehnungsbereich des Test. Insbe-
sondere entscheidet man sich genau dann fir die Alternative, falls o(z) = 1, d.h.
Y = t(x) € t(p~(1)) = C. Nun sagt man auch, dass das Paar (Y,C) der statisti-
sche Test von

Hy:9€0g gegen Hy : 9 € O 4

ist. Nun hat der Test (T,C) das (Signifikanz-)Niveau « € [0, 1], falls

sup Py(Y € C) = sup Ey[p(X)] < a. (4.2)
PIS(SH) ¥€Og
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Falls Y € C, sagt man, dass Hy abgelehnt (und damit H4 angenommen) ist. Falls
Y ¢ C, sagt man, dass Hy nicht abgelehnt ist (und H 4 abgelehnt ist).

4. Ist © = (9,9) ein Intervall (wobei ¥ = —oo und 9§ = oo zugelassen sind und die
Intervalle auch abgeschlossen sein kénnen), so heifit der Test einseitig, falls ©g = (0, 9%)
oder Oy = (9*,9). Falls Oy = (97,9%) mit 9 < 9T < 9* < 9, so heifit der Test

zweiseitig.
5. Gilt

sup Ey[o(X)] < «a,
JEBO

so heifst der Test ¢ konservativ zum Niveau .

6. Der Test p heifit unverfilscht, falls

Eyy [p(X)] < By, [p(X)]
fiir alle 9y € ©g, ¥4 € O4 gilt.
Bemerkung 4.2 (Interpretation und Fehler eines Tests).

1. Einen (nicht-randomisierten) statistischen Test hat man sich am besten so vorzustellen
(siehe auch das n#chste Beispiel): die Daten sind gegeben durch die Zufallsvariable X.
Diese Daten fasst man durch die meist reellwertige Funktion ¢ zusammen zur Teststati-
stik Y = ¢(X). Die Daten kénnen entweder nach Py mit ¥ € ©¢ (d.h. die Nullhypothese
ist richtig) oder mit ¥ € © 4 (d.h. die Alternativhypothese ist richtig) verteilt sein. Ziel
ist es, die Nullhypothese genau dann (anhand der Daten X) abzulehnen, wenn H 4 rich-
tig ist. Der Ablehnungsbereich C' ist so gewihlt, dass Hy genau dann abgelehnt wird,
wenn Y € C.

2. Bei randomisierten (und nicht-randomisierten) Tests kommt es immer zu einer Ent-
scheidung fiir Hy oder H 4. Dabei kénnen zwei verschiedene Arten von Fehler auftreten:

Hy abgelehnt Hy nicht abgelehnt

Hj richtig Fehler erster Art richtige Entscheidung

Hj falsch || richtige Entscheidung | Fehler zweiter Art

Gehen wir zunéchst davon aus, dass ¥ € ©g. Hat der Test ein Niveau «, so wissen
wir, dass Ey[p(X)] < a (bzw. Py[t(X) € C] < «). Da Hy genau mit Wahrscheinlich-
keit ¢(X) verworfen wird (verworfen wird, falls ¢+(X) € ('), wissen wir also, dass die
Nullhypothese im Mittel hochstens mit Wahrscheinlichkeit o abgelehnt wird, wenn sie
zutrifft. Damit hat man also die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese abzulehnen, falls
sie zutrifft, durch « beschriankt. Fiir ¥ € O und X = x ist also ¢(z) die Wahrschein-
lichkeit fiir einen Fehler erster Art. (Fir ¢ € Og und ¢(X) € C, die Nullyhpothese also
irrtiimlicherweise verworfen wird, sprechen wir von einem Fehler erster Art).
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Geht man davon aus, dass ¥ € © 4, liegt eine Fehlentscheidung mit Wahrscheinlichkeit
1 — ¢(X) vor (dann vor, wenn Y ¢ ('), die Nullhypothese also nicht abgelehnt wird.
In diesem Fall sprechen wir von einem Fehler zweiter Art. Das Niveau des Tests liefert
keinen Anhaltspunkt dafiir, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein solcher Fehler auftritt.

. Auf den ersten Blick besteht eine scheinbare Symmetrie zwischen Hy und H 4. Schlie3lich
lehnen wir mit Wahrscheinlichkeit ¢(X) (falls Y € C') Hyp genau dann ab (und nehmen
H, an), und mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢(X) (falls Y ¢ C) lehnen wir Hy nicht ab
(und lehnen damit H4 ab). Allerdings wird diese Symmetrie durch das Niveau des Tests
gebrochen. Weifl man, dass ¢ ((Y,C)) ein Test zum Niveau « ist, bedeutet das, dass die
Wabhrscheinlichkeit, die Nullhypothese Hy abzulehnen, obwohl sie wahr ist, im Mittel
hochstens « ist. Mit anderen Worten ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster
Art hochstens «. Allerdings hat man keine Kontrolle iiber den Fehler zweiter Art.

Wegen dieser Asymmetrie ist in der Praxis die Nullhypothese genau so zu wéhlen, dass
eine Ablehnung der Nullhypothese moglichst sicher auf die Richtigkeit der Alternativhy-
pothese zuriickzufiithren ist. Wir betrachten das Beispiel 4.5 des Binomialtests, bei dem
wir bei X = 23 Treffern in n = 53 Versuchen eines Miinzwurfes testen wollen, ob der
Wurf fair gewesen sein kann, d.h. auf die Erfolgswahrscheinlichkeit p = 1/2. Zunéchst
sind wir skeptisch, dass p = 1/2 richtig sein kann, da eigentlich zu wenige Erfolge zu
verzeichnen waren. Wir legen das Signifikanzniveau « fest (was in der Praxis oft « = 5%
ist). Um unsere Vorstellung iiber die Erfolgswahrscheinlichkeit zu tiberpriifen, testen wir

Hy:p=1/2 gegen Hy:p#1/2.

Kommt es ndmlich jetzt zu einer Ablehnung von Hy, so wissen wir, dass dies mit Wahr-
scheinlichkeit hochstens o dann passiert, wenn Hy wahr ist, die Miinze also fair war.
Damit kénnen wir uns relativ sicher sein, dass die Ablehnung der Nullhypothese darauf
zuriickzufiihren ist, dass H 4 zutrifft. Damit ist unsere Vorstellung, dass die Miinze bei
einer Ablehnung der Nullhypothese unfair war, hochstwahrscheinlich bestétigt.

. Ein moglichst grofler Ablehnungsbereich bei moglichst kleinem Niveau « ist fiir jeden
Test wiinschenswert. Schliefflich soll die Nullhypothese in méglichst vielen Féllen abge-
lehnt werden, ohne dass die Wahrscheinlichkeit, sie irrtiimlicherweise abzulehnen, grofier
als a wird.

. Die Forderung von unverfilschten Tests ist klar zu verstehen: Da wir Hy mit Wahr-
scheinlichkeit ¢(X) ablehnen, soll zumindest die Wahrscheinlichkeit, dass Hy abgelehnt
wird, unter Py ,, ¥4 € ©4 grofler sein als fiir Py, ¥ € Op.

Bemerkung 4.3 (p-Werte und alternative Definition eines Tests). Betrachten wir einen
nicht-randomisierten Test (Y,C). Sei Y = y, d.h. dass die Teststatistik Y, angewendet auf
die echten Daten, ergibt y. Dann heif3t der Wert

py = sup Py(Y extremer als y)
J€Bg

p-Wert des Tests fiir Y = y. Dabei hiingt die Bedeutung davon, was ’extremer’ heifit davon ab,
was genau die Alternative ist. (Dies ist oftmals in konkreten Beispielen einfach zu verstehen,
siehe etwa den Binomialtest und den Gauss-Test.) Immer gilt jedoch p, < p,/, falls y extremer

34



4 Testprobleme

als 1/ ist. Es ist wichtig zu beachten, dass es dadurch einen engen Zusammenhang zwischen
dem Niveau « des Tests und dem p-Wert gibt. Ist ndmlich (Y, C') ein Test zum Niveau v und

C ={y: y extremer als o}
fiir ein yg, so wird Hyp genau dann abgelehnt, wenn

a > sup Py(Y extremer als yo) = py,.
JEOg

Ist Y = y und gilt p, < p,,, so wird Hy also abgelehnt. Es geniigt also, fiir einen Test zum
Niveau o und Y = y den Wert p, zu bestimmen. Ist p, < «, so wird Hy abgelehnt. Dieses
Vorgehen wird bei vielen Statistik-Programmen angewendet, bei denen ausschliefilich p-Werte
ausgegeben werden. Dabei muss man meist angeben, was genau die Alternative ist (einseitig
oder zweiseitig), damit das Programm weif}, in welche Richtungen Abweichungen als extrem
zu betrachten sind.

Wir kommen nun zunéchst zu zwei konkreten Beispielen fiir Tests. Den ersten haben wir auch
schon in unserem Eingangsbeispiel in Abschnitt 1.1 kennen gelernt.

Proposition 4.4 (Nicht-randomisierter Binomialtest). Sei o € [0,1],n € N und
(X, (Pp)pejo,)) ein statistisches Modell, so dass X unter P, nach B(n,p) verteilt ist.

(a) Ist ©g = p*, O4 = O\ Oy, soist (X,{0,...,k}U{l,...,n}) ein unverfilschter Test zum
Niveau «, falls
P, (X <k)<a/2, Py-(X >1) <a/2.

(b) Ist ©g = [0,p*], ©4 = O\ Oy, so ist (X,{k,...,n}) ein unverfilschter Test zum Niveau
a, falls
P, (X > k) <.

(c) Ist ©g = [p*, 1], ©4 = O\ Og, so ist (X,{0,...,k}) ein unverfilschter Test zum Niveau
a, falls
P, (X <k)<a.

Beweis. Wir beweisen nur (c), die anderen beiden Aussagen folgen analog. Klar ist, dass der
Test unverfilscht ist. Es ist auflerdem

sup Pp(X €{0,...,k}) =Pp(X <k) <«
PEBQ

nach Voraussetzung. Also folgt bereits die Aussage. O

Beispiel 4.5 (Binomialtest). Sei a = 5%, n = 53 und (X, (Pp),e[0,1]) Wie in der Proposition.
Wir wollen nun
Hy:p=1/2gegen Hy : p #1/2

testen, wenn wir in 53 Versuchen 23 Erfolge erzielt haben. Nach Proposition 4.4 ist der
kritische Bereich von der Form {0,...,k} U {l,...,53}. Es ist

Pp:l/Q(X S 18) + Pp:1/2(X Z 35) ~ 2.70 %
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Da 18 < 23 < 35, liegt 23 nicht im Ablehnungsbereich von Hy. Damit kann die Nullhypothese
aufgrund der Daten (X = 23) nicht abgelehnt werden. Auf dasselbe Ergebnis kommt man
mit Hilfe des p-Wertes. Es ist

P,_1/5(X extremer als 23) = Pp_y/o(X < 23) + P,y o(X > 30) ~ 41.01 %.
Da dieser Wert groler als o = 5 % ist, kann man die Nullhypothese nicht ablehnen.

Beispiel 4.6 (Randomisierter Binomialtest). Betrachten wir den Binomialtest von Hy : p €
[0,p*] gegen H4 : p € (p*,1]. Im nicht-randomisierten Binomial-Test ist zwar das Signifikanz-
Niveau «, jedoch nimmt Py« (X > 1) fiir [ = 0,...,n nur endlich viele Werte an. Mit anderen
Worten wird in vielen Féllen das Signifikanzniveau nicht voll ausgeschopft, und der Test ist
konservativ. Dies wird im randomisierten Binomial-Test verbessert:

Fiir gegebenes o € (0, 1) sei [ minimal mit P,«(X > [) < o. Dann definieren wir den rando-
misierten Test

1, =1 ..n,
@) = pfrary, T=1-1,
0, z=0,..0-—2.
Dann gilt
a—Pp (X >1)

Py X=1-1)=cqa.
=0t =1 )=«
Insbesondere ist ¢ ein (nicht-konservativer) Test zum Niveau a mit einem grofieren (wenn
auch randomisierten) Ablehnungsbereich.

Proposition 4.7 (Gauss-Test). Sei a € [0,1,62 € Ry,pu* € R und (X =
(X1,...,Xn),(Pu)uer) ein statistisches Modell, so dass Xi,..., X, unter P, unabhdingig
und nach N(u,0?) verteilt sind. Weiter sei

und z, firp € 0,1] das p-Quantil von N(0,1).

(a) Ist ©g = {u*}, ©4 = O\ Op, so ist (Z,(—00,24/2) U (21—a/2,00)) ein unverfilschter
Test zum Niveau o.

(b) Ist Oy = (—oo,u*], ©®4 = O\ Oy, so ist (Z,[z1—qa,0)) ein unverfilschter Test zum
Niveau o.

(c) Ist ©g = [u*,00), O4 = O\ Oy, so ist (Z,(—00, z4]) ein unverfilschter Test zum Niveau
a.

Beweis. Wieder beweisen wir nur (c¢). Es ist klar, dass der Test unverfilscht ist. Wir wissen,
dass unter P« die Zufallsvariable Z nach N (0, 1) verteilt ist. Damit gilt

sup Pu(Z < z4) =Pus(Z < 24) = a,
> p*

woraus die Behauptung sofort folgt. O
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4.2 Intervallschatzer und Tests

Wir kommen nochmal zuriick zu Schitzproblemen. Bisher hatten wir nur Punktschdtzer fiir
(Funktionen des) Parameter(s) betrachtet, uns jedoch — bis auf Abschétzungen iiber die Vari-
anz des Schitzers — weniger iiber die mogliche Streuung Gedanken gemacht. Intervallschétzer
unterscheiden sich von Punktschétzern vor allem dadurch, dass das Ergebnis nicht ein einzi-
ger Wert ist, sondern ein Intervall, in dem der wahre Wert des Parameters (der Funktion des
Parameters) mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit liegt.

Definition 4.8. Sei a € [0,1] und (X, (Py)yco) ein statistisches Modell sowie m : © — 0’ C
R. Jedes (von X abhingige) Intervall (¢(X),t(X)) mit

Py(m(d) € (((X),1(X))) 21 -«
heifst Konfidenzintervall fiir m(¢) zum Konfidenzniveau 1 — cv.

Beispiel 4.9 (Konfidenzintervall im Normalverteilungsmodell). Im Normalverteilungsmodell
(X = (X1,..sXn),( Py = N(u,0%)),cr) bei gegebener Varianz suchen wir ein Konfidenzin-
tervall fiir p zum Signifikanzniveau 1 — «. Dies ist gegeben als

(Y — Z1-a/2V 0—2/”7Y + Rl—a/2V JQ/”)

(wobei z; das z-Quantil von N(0,1) ist), denn (mit Z ~ N(0,1))

P, (M € (X = z1-a2V02/0, X + 2102V 02/”))
X — p
- P“<¢W < 21o02) =PUZ] < 210p2) = P(Z < 21ap2) = P(Z < ~21_a)

=l-a/2—a/2=1-q.

Es gibt eine Dualitit zwischen Konfidenzintervallen und (nicht-randomisierten) Tests. Das
bedeutet, dass man oftmals aus Konfidenzintervallen zum Niveau 1 —« einen Test zum Niveau
« herstellen kann und umgekehrt.

Proposition 4.10 (Konfidenzintervalle und Tests). Sei (X, (Py)yco) ein statistisches Mo-
dell, m: © — © CR und I[(X) := (£(X),t(X)) ein (zufilliges) Intervall. Dann sind dquiva-
lent:

1. Das Intervall I(X) ist ein Konfidenzintervall fiir m(9) zum Niveau 1 — c.

2. Fiir jedes 9* € © st
o (X) 1= Loy)gr(x)
ein (nicht-randomisierter) Test fiir Hy : 9 € m™ (m(9*)) gegen Hx : 9 ¢ m~ (m(9*))
zum Niveau .

Beweis. 1.=2.: Gilt Hy, so ist ¥ € m~t(m(9*)) (also m(d) = m(9*)). Daraus berechnen wir
Eyleg-(X)] = Py(m(9") & (LX), (X)) = Py(m(9) ¢ (L(X),1(X)) < a.
2.=1.: Hier ist fiir jedes ¥* € ©
Py (m(¥") € (X)), 8(X)) =1 — Ey[p(X)] > 1 — a.
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Beispiel 4.11 (Konfidenzintervall und Test im Normalverteilungsmodell). Fiir das Normal-
verteilungsmodell bei bekannter Varianz aus Beispiel 4.9 hatten wir das Konfidenzintervall

I(X) = (Y— Zl—a/2V o%/n, X + Zl—a/2V UQ/”)

bestimmt. Wir bemerken, dass

X —p

pellX) «— 7Z:=
a’/n

S (Za/27 Zl—a/2)'

;

In der Tat ist nach Proposition 4.7(a) (Z, (=00, 24/2) U (21—q/2,0)) ein (unverfilschter) Test
von Hy: ©g = {u} gegen Hy : ©4 = R\ {} zum Niveau a.

4.3 Optimale Tests

Wie bei Schitzern will man auch bei Tests Optimalitéit erreichen. Zunéchst muss also wieder
geklart werden, was man darunter versteht.

Definition 4.12 (Giitefunktion, Macht eines Tests, Optimaler Test). Sei (X, (Py)yeco) ein
statistisches Modell und ¢ ein statistischer Test von Hy : ¢ € Oy gegen Hp : 9 € O zum
Niveau o € [0, 1].

1. Die Funktion
. {@ — [0, 1]

9o -
T = Eylp(X)]
heifst Giitefunktion von ¢. Fiir 9 € © 4 heifst g,(9) auch die Macht des Tests ¢ in V.

2. Ist ¢’ ein weiterer Test von Hy gegen H4 zum Niveau o, so heifst ¢ gleichméflig besser
als ¢, falls

gp(V) > gy (V)
fir alle 9 € © 4 gilt.

3. Ein Test ¢ zum Signifikanzniveau o heifst UMP (uniformly most powerful) fir Hy : 9 €
©p gegen Hy : 9 € ©4, falls ¢ gleichmifig besser ist als jeder Test ¢’ von Hy gegen
H, zum Niveau «, d.h.

gtp(ﬂ) > 94/;/(19), 9 e @A.

Bemerkung 4.13 (Idealer Test, Fehler zweiter Art). 1. Ein idealer Test (Y,T) (den es in
realen Situationen nie gibt) héitte die Eigenschaft, dass Y € C nur fiir ¥ € ©4 moglich
ist und weiter, dass Py(Y € C) = 1 fir 9 € ©4. Das bedeutet, dass gy (9) = lyco,
die Giitefunktion eines idealen Tests ist. Fiir einen solchen Test wire die Macht fiir alle
9 € ©4 gleich 1.

2. Fiir v € ©4 ist 1 —g,(9) (also 1-Macht des Tests bei ¥) die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler zweiter Art.
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Abbildung 4.1: Die Giitefunktionen fiir den einseitigen (A) und den zweiseitigen (B) Gauss-
Test aus Beispiel 4.14.

Beispiel 4.14 (Gauss-Test). Betrachten wir die Situation des Gauss-Tests ¢ aus Proposition
4.7. Sei Z eine (unter allen P,) nach N(0,1) verteilte Zufallsvariable. Hier gilt im Fall des
einseitigen Tests (c)

X_ % . *
9o(1) = Pul(Z < z0) = Py( g + L= < 20) = P(Z < 20+ £ )

Voin o \Jo2/n Vo2 /n

W= p
)

wobei ®(.) die Verteilungsfunktion von N(0,1) ist. Analog ist fiir den zweiseitigen Test (a)
gs&(u) = PM(Z < Za/Q) + PM(Z > Zl—a/2)

=P(Z<z0p+ %) +P(Z 221 0p+ ‘\‘/ﬁ)

*

— 1_¢u<zl_a/2+u) +(I)(za/2+u)_

Vo?/n Vo?/n

Diese zwei Giitefunktionen sind in Abbildung 4.1 dargestellt.

= <I><za—|—

Die Optimalitéit eines Tests kann man zunéichst am besten zeigen, wenn sowohl Hy als auch
H 4 einfache Hypothesen sind. Hier hilft das Neyman-Pearson-Lemma 4.17, wo gezeigt wird,
dass Likelihood-Quotienten-Tests optimal sind.

Definition 4.15 (Likelihood-Quotienten-Test). Sei (X, (Py)yco) ein statistisches Modell mit
©=00U0B4, Og={0},04 = {4} und Py(X € dz) = py(z)dz. Dann heifst

Lz, 90, 04) := ’;ZA((;)

Likelihood-Quotient und ¢ : S — [0, 1] Likelihood-Quotienten-Test von Hy gegen H,, falls
fir ein k € [0,00] und v : S — [0,1]

1 L(z,90,94) > k,
o(r) = ¢ v(x), L(x,90,94) =k,
0, L(a:, Yo, 19,4) < k.
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Beispiel 4.16 (Likelihood-Quotienten-Test im Binomialmodell). Wir wollen im Binomialm-
odell (X, (Py)yco) (d.h. X, Py = B(n,¥)) mit © = {p,q} einen Likelihood-Quotiententest
fiir Hy : ¥ = p gegen Hy : ¥ = q (mit ¢ > p) aufstellen. Wir berechnen

q
L z,p,q) =
( ) »

Da gq/p > 1, sind die Abbildungen x — (¢/p)* und = — 8:;;::2 und damit x — L(z,p,q)

monoton wachsend. Damit ist jeder Test ¢ mit

1, z=/0+1,..,n,

SO(IL‘): 7> x:£7
0, z=0,...,0-1

ein Likelihood-Quotiententest fiir k = L(¢, p,q) zum Niveau
E) (X)) =P, [ X = +P(X € {{+1,...,n}].
Insbesondere ist der randomisierte Test aus Beispiel 4.6 ein Likelihood-Quotienten-Test.

Theorem 4.17 (Neyman-Pearson-Lemma ). Sei (X, (Py)yeco) ein statistisches Modell mit
© =0pUBy, Oy = {V},04 = {Va} und Py(X € dx) = py(x)dx. Sei ¢ ein Likelihood-
Quotienten-Test (mit k und v) und ¢’ : S — [0,1] ein weiterer Test mit g (Vo) < gp(Yo)
(d.h. ¢ ist Test zum selben Niveau wie ). Dann gilt

9p(Va) 2 g (04),
d.h. @ ist UMP-Test zum Niveau g, (o).

Beweis. Sei zunichst k € [0,00). Es gilt fiir alle z € S

' (2)(po. (z) = kpoy(2)) < @(2)(po, () — kpg, (x))-

In der Tat: Gilt py , (x) —kpy,(z) > 0, so ist ¢(z) = 1 und die Behauptung folgt aus ¢'(z) < 1.
Gilt py, () — kpg,(x) = 0, so ist die Aussage trivial, und ist py,(x) — kpy,(xz) < 0, so ist
@(x) = 0 und die Aussage folgt aus ¢'(z) > 0. Nun folgt

By, [/ (X)] - KBy, [¢/(X)] = / & () (po () — kpo () dc
< / () (po () — kpoo (2))da = B, [p(X)] — KEgy [0(X)],

also

gy’ (Va) — 9@(1914) < k(gw’(ﬂo) - ggo(ﬁo)) <0.

Daraus folgt die Behauptung. Der Fall k = oo wird in einer Ubungsaufgabe behandelt. 0
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Beispiel 4.18 (Likelihood-Quotienten-Test im Normalverteilungsmodell). Sei 02 > 0 be-
kannt. Wir betrachten das Normalverteilungsmodell (X = (X1, ..., Xy), (Py)uer). Zunichst
schrankten wir unseren Parameterbereich ein und setzen Oy = {1} und ©4 = {ra} mit
va > 1. Es ist

n n n

202 log L(z, vy, v4) = Z(iﬁz —)? — Z(ml —va)? =nd — v +2(va — ) Z:L’Z

i=1 i=1 i=1

Da monotone wachsende Funktionen von L ebenfalls zu optimalen Tests fiithren, ist

y = 2iz1 Xi — v
a’n
mit Y,P,, = N(0,1) eine Teststatistik und fiir @ € (0,1) ist mit dem Ablehnungsbereich
C = [z1-q,00) der Test (Y,C) UMP zum Niveau « fiir die Hypothese Hy : u = vy gegen
H=v4.
Bislang koénnen wir optimale Tests nur fiir einfache Null- und Alternativhypothesen mit

Hilfe des Neyman-Pearson-Lemmas angeben. Die Ubertragung auf zusammengesetzte Hypo-
thesen gelingt uns zumindest im Falle monotoner Dichtequotienten.

Definition 4.19 (Monotoner Dichtequotient). Ein statistisches Modell (X, (Py)geco) mit © C
R hat einen monotonen Dichtequotienten beziiglich t : S — R, falls fiir alle ¥ < 9 der
Likelihood-Quotient

Py (x)

po(x)
eine streng monotone wachsende Funktion in t(x) ist.

T —

Beispiel 4.20 (Ein-parametrige Exponentialfamilie). Sei (X, (Py)gco) eine ein-parametrige
Exponentialfamilie mit

Po(X € dx) = py(z)dz = h(z) exp (c(f})t(m) n d(ﬂ))d:p,

so hat diese genau einen monotonen Dichtequotienten beziiglich ¢, falls ¢ streng monoton
wachsend ist.
Denn: Fiir den Likelihood-Quotient ist

log 225) (o) — c(0)t(w) + d(@) — d(9).
py(z)

Offenbar ist dies fiir ¥ < 9 genau dann eine streng monoton wachsende Funktion in ¢(z),
wenn ¢ streng monoton wachst.

Theorem 4.21 (Neyman-Pearson-Lemma unter monotonen Dichtequotienten). Sei
(X, (Py)yco) ein statistisches Modell mit © C R und

Oy = O N (—o0, b, ©4 =0nN (0, 0),

Py(X € dr) = py(z)dx und einem monotonen Dichtequotienten beziiglich t : S — R. Gilt fiir
emn k und ein y

1, t(x) >k,
pa) =497 tax) =k,
0, t(z)<k,
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so ist ¢ ein Likelihood-Quotienten-Test (und damit ein UMP-Test) fiir jedes Paar Hy : ©g =
{9} mit ¥ € ©g gegen Hy : ©4 = {¥'} mit ¥ € ©y. Weiter ist ¢ ein UMP-Test fiir
Hy: 9 € ©g gegen Hy : 9 € O4 zum Niveau Py, (t(X) > k) +vPy, (t(X) = k).

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass t(z) > k genau dann gilt, wenn L(x,,9") > k fiir ein
passendes k. Da (Py)yco einen monotonen Dichtequotienten beziiglich ¢ besitzt, gibt es ein

streng monotones fy g mit 7;139’((;)) = fo9(t(x)). Insbesondere ist ¢(x) > k genau dann, wenn
E = f19719/(k) < 1;7?917((5)) = L(x,z?,f)').

Weiter betrachten wir nun die Giitefunktion
V= gp(0) = Py(t(X) > k) + 7Py (t(X) = k).

Nun ist nach Definition ¢ ein UMP-Test fiir Hy : ¥ € ©¢ gegen Hy : ¥ € {¢'} fiir jedes
¥ € ©4 mit Signifikanzniveau

sup Ey[p(X)] = sup g,(9).
YEB ISCH

Daraus folgt dann aber auch g, () > g () fir alle ¥/ € © 4. Mit anderen Worten ist ¢ ein
UMP-Test fiir Hy : ¢ € O gegen Hy : 19 € O 4. O

Definition 4.22 (Verallgemeinerte Likelihood-Quotienten-Tests). Sei (X, (Py)yco) ein sta-
tistisches Modell mit Py(X € dz) = py(x)dx und © = B¢l O 4. Der verallgemeinerte
Likelihood-Quotient ist gegeben durch

SuPgee , P9 (2)

L(z,04,00) := SPocer Po(@)

Gilt fir ein k und ein vy : S — [0,1] fir einen Test ¢, dass

1, L(l’,@A,@O) > ]{2,
QO(.T) = ’)/($), L(:L“,@A,@()) =k,
O, L(.I',@A,@O) < k,

so heif$t ¢ verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-Test (mit k& und 7).

Bemerkung 4.23. In der Praxis berechnet man nicht L, sondern

su z
AMz) = max{L(z,00,0,4),1} = m,
€06o

also eine monotone Funktion von L. Die Suprema erhélt man aus den Maximum-Likelihood-
Schiitzern in ©g und in © D .

42



5 Einige statistische Tests

Es gibt sehr viele statistische Tests. Wir geben hier nun eine Auswahl wichtiger Tests, inklusive
der dazugehorigen Teststatistiken und deren Verteilungen an. Wir konzentrieren uns dabei
zunéchst auf Tests in Normalverteilungsmodellen (etwa auf Gleichheit von Erwartungswerten
oder Varianzen). Anschliefend gehen wir auf verteilungsfreie Verfahren ein, d.h. dass das
zugrunde liegende statistische Modell nicht-parametrisch (also unendlich-dimensional) ist.
SchlieBlich beschéftigen wir uns mit linearen Modellen.

5.1 Aus der Normalverteilung abgeleitete Verteilungen

Definition 5.1 (Die x2- t- und F-Verteilung). Seien X, X1, Xo, ... unabhdingige, nach N (0, 1)
verteilte Zufallsvariablen.

1. Die Verteilung der Zufallsvariable
Xi+-+ X2
heift (zentrierte) x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden und wird mit x?(n) bezeichnet.

2. Die Verteilung von
X

VT -+ X3 /n

heifst t-Verteilung mit n Freiheitsgraden und wird mit t(n) bezeichnet.

3. Sei Y ~ x%(m) und Z ~ x*(n). Dann heift die Verteilung von

Y/m
Zin

F-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden und wird mit F(m,n) bezeichnet.

Bemerkung 5.2. Von y?-, t- und F-Verteilung konnen jeweils Dichten angegeben werden.
Dies ist fiir uns im Folgenden allerdings nicht interessant, so dass wir nur die Ergebnisse
angeben:

Die x?(n)-Verteilung hat die Dichte!

1
- - n/2—1 7:13/21
on2l(n/2)" ¢

z>0-

"'Wir erinnern an die Definition der I'-Funktion

I(z) :/ t* e tdt.
0
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Sie hat Erwartung n und Varianz 2n. Die ¢(n)-Verteilung hat die Dichte

1 T((n+1)/2) 1

) Jw T T2) (0t a2 )

Der Erwartungswert existiert fiir n > 2 und ist dann 0. Die Varianz existiert fiir n > 3 und
ist dann n/(n — 2). Die F'(m,n)-Verteilung hat die Dichte

m/2nn/2 F((m+n)/2) zm/21

fimon (@) =m0 I'(m/2)'(n/2) (mx + n)(m+n)/2 Lz>o-

Der Erwartungswert existiert fiir n > 2 und ist dann n/(n —2), die Varianz existiert fiir n > 4
und ist dann 2n%(m +n — 2)/(m(n — 2)%(n — 4)).

Wir kommen nun zu einem Satz, den wir spéter noch oft brauchen werden. Wir erinnern an
die Begriffe des Mittelwertes und der empirischen Varianz aus Proposition 3.6.

Theorem 5.3 (Satz von Fisher). Sein > 1, X = (X1,.., X,,) unabhdngig nach N(u,0?)
verteilt, X der Mittelwert und s*>(X) die empirische Varianz. Dann ist

X ~ N(u,0%/n)

und
(n = 1)s*(X)/0* ~ 2(n—1).

Auperdem sind X und s*(X) stochastisch unabhingig und

i
Vs2(X)/n

Bemerkung 5.4 (Interpretation). Stellen wir uns vor, es liegt uns eine Stichprobe X =
(X1,...,X,) vor, wobei wir davon ausgehen diirfen, dass Xj,..., X, unabhingig sind und
X; normalverteilt sind. Wollen wir etwa die Verteilung des Mittelwertes berechnen, wissen
wir, dass

T .= ~t(n —1). (5.1)

>

—H

Vo2 /n
nach N(0, 1) verteilt ist. Eine géngige Situation ist nun die, dass wir eine Vermutung haben,
wie grof i ist, jedoch nicht wissen, wie gro8 o2 ist. Es liegt nun nahe, o2 in der letzten Formel
durch s?(X) zu ersetzen, wie es in T aus (5.1) geschehen ist. Durch das Ersetzen der festen
Grofle o2 durch die Zufallsvariable s2(X) veriindert sich natiirlich die Verteilung. Der Satz
von Fisher besagt nun, dass die Verteilung der Standardisierung von X, wenn man o2 durch
s2(X) ersetzt, nach t(n — 1) verteilt ist. Bemerkenswert ist dabei, dass die Verteilung von T
nicht mehr von o2 abhéngt.

Beweis von Theorem 5.3. Wir setzen Z = (Zy,...,%Z,) mit Z; := (X; — p)/o. Wir wissen
bereits, dass die Z; unabhéingig und nach N (0, 1) verteilt sind. Weiter ist

_ n X—M _
Z=1y Xt Xy
i=1

44



5 FEinige statistische Tests

und
X —p— X 2 1 & —
2 _ 1 _ L 2 _ o 2 2
(n—1)s (Z)_z;( - ) —JzZ;(Xz X)2 = (n— 1)s3(X) /o2
Damit ist _ _ _
Xy o7 7

T = = =
VE2(X)/n Jo2s2(Z)n \[s*(Z)/n

und damit geniigt es, die Behauptungen fiir den Vektor Z zu zeigen.
Wir wihlen nun eine orthogonale Matrix O = (0;5)1<i j<n mit
1
a = ... =q e
11 n Jn
und setzen W = OZ. Wir verwenden im Beweis die aus Korollar 2.4 bekannte Tatsache, dass
W ein Vektor unabhéngiger, nach N (0, 1) verteilter Zufallsvariablen ist. Weiter ist

Wi=anZi+  +ainy=vn-Z,
n n

(n-1s%2) =Y (Zi-2)*=> 22 —nZ"

i=1 i=1

n n
> zewp=yow
i=1 i=2

da O eine orthogonale Matrix ist und damit

n n

S22 =Y (02 =Y W
=1

i=1 i=1
Insbesondere haben wir eben gezeigt, dass (n — 1)s?(X) die Summe von n — 1 Quadraten
unabhiingiger, nach N (0, 1) verteilten Zufallsvariablen ist und damit x*(n — 1) verteilt. Da
weiter Wy von (Wa, ..., W,) unabhingig ist, folgt auch, dass X von s?(X) unabhingig ist.
Es bleibt nun zu zeigen, dass T' nach ¢(n — 1) verteilt ist. Wir schreiben
7 \/HZ Wi

T — = = .
VE@D s Z) R WD)

Da W7, ..., W, unabhingig und nach N(0, 1) verteilt sind, folgt, dass T nach t(n — 1) verteilt
ist. O]

5.2 Parametertests bei normalverteilten Daten

Der in Proposition 4.7 besprochene Gauss-Test féllt bereits in die Klasse der Parametertests.
Unter diesem Stichwort versteht man statistische Tests, die eine Stichprobe daraufhin testen,
ob Parameter der zugrunde liegenden Verteilung gewisse Werte annehmen. Wir werden in die-
sem Kapitel solche Parametertests fiir normalverteilten Stichproben kennenlernen, ndmlich:
den einfachen t-Test, der testet, ob der Erwartungswert einer normalverteilten Stichprobe
einen bestimmten Wert annimmt (Proposition 5.5); den doppelten ¢-Test, der testet, ob die
Erwartungswerte von zwei unverbundenen Stichproben identisch sind (Proposition 5.9); den
F-Test, der testet, ob die Varianzen zweier normalverteilter Stichproben gleich sind.
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Proposition 5.5 (Einfacher ¢-Test).
Seia € 0,1], p* € R und (X = (X1,...,Xn), (Pus2)ucro2cr, ) €in statistisches Modell, so
dass Xi,...,Xp unter P, ;> unabhdngig und nach N (u, 0?) verteilt sind. Weiter sei

_ X
Vs (X)/n
und ty_1, fiir p € [0,1] das p-Quantil von t(n—1).

(a) Ist ©9 = {u*} x Ry, ©4 = O\ Op, so ist (T, (_Oovtn—l,oz/Q) U (tn—l,l—a/%oo)) ein
unverfilschter Test zum Niveau «.

(b) Ist ©Og = (—oo, u*] x Ry, ©4 = O\ O, so ist (T, [tp—1,1-a,00)) ein unverfilschter Test
zum Niveau o

(c) Ist ©g = [u*,00) x Ry, ©4 = O\ Oy, so ist (T, (—00,tn_1.4]) €in unverfilschter Test
zum Niveau o.

Beweis. Wir beweisen wir nur (c), da die anderen beiden Aussagen analog folgen. Genau wie
im Gauss-Test ist klar, dass der Test unverfélscht ist. Aus dem Satz von Fisher, Theorem 5.3,
folgt dass T unter P« ;2> nach t(n — 1) verteilt ist. Damit gilt

S;lp P,u,02 (T < tn—l,a) = PM*7O.2 (T < tn—l,a) =,
=t

woraus die Behauptung sofort folgt. O

Bemerkung 5.6 (Vergleich von Gauss-Test und einfachem ¢-Test). Sowohl der Gauss-Test
aus Proposition 4.7, als auch der einfache ¢-Test basieren auf unabhingigen, normalverteilten
Stichproben. Der entscheidende Unterschied der beiden Tests besteht darin, dass beim Gauss-
Test die Varianz der zugrunde liegenden Normalverteilung bekannt sein muss, und beim ¢-Test
nicht. Dies sieht man etwa daran, dass beim Gauss-Test die Nullhypothese nur aus einem
Bereich fiir p, nicht jedoch fiir o2 besteht. AuSierdem kann man ja nur bei Kenntnis von
o? die Teststatistik Z aus Proposition 4.7 berechnen. Beim t-Test ersetzt man o2 durch die
empirische Varianz s?(X), und erhilt die Teststatistik T'.

Bemerkung 5.7 (Giitefunktion des einfachen ¢-Tests und Stichprobengrofie). Wir betrachten
die Situation aus Proposition 5.5(b) mit p* = 0 und o = 5%. Durch das Signifikanzniveau
o wird die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art kontrolliert. Die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler zweiter Art wird durch die Giitefunktion angegeben. Ist ndmlich 4 > 0, so
ist

P, ,2(Fehler zweiter Art) = P, 2(T ¢ C) =1 — gr(p).

Wir fragen nun, wie gut wir diesen Fehler zweiter Art kontrollieren kénnen, wenn g > 0
gegeben ist. Die Glitefunktion ist gegeben als

gT(:u) = P,u,a2 (T € C) = Pu,o2 (T > tn—l,l—a)

~ 2
=P, (T+ ks tu-t1-a)
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fiir die unter P, ,» nach t(n — 1) verteilte Zufallsgrofie

_ X _
T———_K_
Vs2(X)/n
Ist n groB, so ist T etwa nach N (0, 1) verteilt und s2(X) & 2. Damit ist fiir eine nach N (0, 1)
verteilte Zufallsvariable Z

P, -2 (Fehler zweiter Art) ~ P(Z +

r < Zlfa) .
Vo?/n
Wollen wir etwa erreichen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art nicht
grofer als 5% ist, bedeutet das, dass

> 3.29 (5.2)

gelten muss, denn
P(Z 4+329< 1.645) = P(Z < —1.645> —5%.

Man beachte, dass (5.2) eine Bedingung fiir die Stichprobengréfie liefert. Will man etwa
p = 0.1 (bei 02 = 1) noch mit einem Fehler zweiter Art von 5% ablehnen koénnen, so muss

Vn > 3.29/0.1 = 32.9, n > 1083
gewihlt werden.

Korollar 5.8 (Gepaarter t-Test).

Sei a € [0,1] und (X,Y) = (X1,..., X0, Y1,...,Y0)), (P 02) ucr o2cr, ) €in statistisches
Modell, so dass Y — X := (Y1 — X1,..., Y, — X;,) unter P, ;2 unabhdingig und nach N(u,o?)
verteilt sind. Weiter sei

-X
s2(Y —X)/n
und ty p fir p € [0,1] das p-Quantil von t(n).

(a) Ist ©g = {O} x Ry, O4 = O \ Oo, so ist (Ta(_ooatn—l,a/Q) U (tn—l,l—a/ano)) ein
unverfilschter Test zum Niveau o.

~l

T :=

(b) Ist ©g = (—00,0] x Ry, ©4 = O\ O, so ist (T, [tn—1,1-a,00)) ein unverfilschter Test
zum Niveau o.

(c) Ist ©g = [u*,00) x Ry, ©4 = O\ Oy, so ist (T, (—00,tn_1.4]) €in unverfilschter Test
zum Niveau o.

Beweis. Man wendet einfach Proposition 5.5 auf den Vektor Y — X an. ]

Proposition 5.9 (Doppelter t-Test).

Sei a € [0,1] und ((X,Y) = (X1, X, Y1, Y0))s (Prug piy 02 )i iy €R02cR, ) €N Sta-
tistisches Modell, so dass X1,...,Xm,Y1,..., Yy unter P, ;2 unabhingig sind, sowie
X1,..., Xm nach N(px,0?) und Yi,...,Y, nach N(py,o?) verteilt sind. Weiter sei
Y-X
T .

. \/SQ(X, Y)(m+n)/(mn)
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S(X,Y) L (LX), (5.3)

T m4n-—2
+ =1 =1

und ty,p fir p € [0,1] das p-Quantil von t(n).

(a) Ist ©9 = {(ux,py) : px = py} x Ry, ©4 = O\ Oq, so ist (T,(—00,tp_1,4/2) U
(tmtn—2,1—a/2,00)) ein unverfilschter Test zum Niveau c.

(b) Ist ©g = {(ux,py) : py < px} xRy, ©4 = O\ O, s0 ist (T, [tm+n—21-a,00)) €in
unverfilschter Test zum Niveau o.

(C) Ist @0 = {(MXaMY) P HY > MX} X R+7 614 =0 \ @0; s0 st (Ta(_oo7tm+n72,a]) ein
unverfdalschter Test zum Niveau .

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass T' nach t(m+n—2) verteilt ist. Ohne Einschrankung
der Allgemeinheit sei 02 = 1. Da X1,..., Xy, Y3,...,Y, unabhiingig sind, sind s?(X) und
s2(Y) unabhingige Zufallsvariablen. Aus dem Satz von Fisher folgt, dass X,Y, s(X), s>(Y)
unabhéingig sind, ¥ — X unter Py 2 nach N(0, - + 1) und (m — 1)s*(X) nach x*(m — 1)
und (n — 1)s?(Y) nach x?(n — 1) verteilt ist. Damit ist
L -
- Vs )
V(G = D200 + (= D200+ 0 —2)

nach t(m+n —2) verteilt. Der Rest des Beweises folgt wie beim einfachen ¢-Test, Proposition

5.5. O
Beispiel 5.10 (Geburtsgewichte). In einer Kolner Klinik wurden im Jahr 1985 m = 269
Médchen und n = 288 Jungen geboren. (Die einzelnen Geburtsgewichte sind also X7, . .., Xogg
und Y7,.. .,Yggg.) Das Durchschnittsgewicht und die empirische Varianz der Madchen in

Gramm war X = 3050 und s?(X) = 211600, das der Jungen Y = 3300 und s%(Y") = 220900.
Es soll zum Signifikanzniveau o = 0.01 getestet werden, ob Jungen und Méadchen das gleiche
erwartete Geburtsgewicht haben (Fall (a) in Proposition 5.9). Wir berechnen

1

2 2 2
X,Y)=— (268 s%(X) + 287 - s2(Y)) = 216409
XY = 59 T s 2 208 s (X) + ()

und
3300 — 3050

T pu—
/216409 - (269 + 288) /(269 - 283)

Also kénnen wir die Nullhypothese px = py auf dem Signifikanzniveau o = 0.01 ablehnen.
Unter der (sehr plausiblen) Annahme der Normalverteilung und der Annahme der Varianz-
homogenitiat kann man zum Niveau o = 0.01 schlieflen, dass Jungen im Mittel schwerer sind
als Méadchen.

= 6.338 > 2.585 = t555.0.995-

Im doppelten t-Test ist die Annahme der Gleichheit der Varianzen wichtig. Sind die Vari-
anzen nicht gleich, ist ndmlich die Teststatistik 7" unter Hp nicht ¢(m + n — 2)-verteilt. Um
die Gleichheit der Varianzen zu iiberpriifen, gibt es wiederum einen statistischen Test, den
F-Test.
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Proposition 5.11 (F-Test auf identische Varianzen).
Sei o € [0, 1] und ((X, Y) = (Xl, cey Xy Y7, .. ,Yn)), <Pux,uy,,0§(,cr%)ux,uyeﬂ&a?(,aieﬂh) ein
statistisches Modell, so dass X1,...,Xm,Y1,...,Y, unter P 2 2 unabhdngig sind, so-

KX 1Y 0,0y

wie X1,..., Xm ~ N(ux,0%) und Y1,..., Y, ~ N(uy,o0%). Weiter sei

wobei s?(X) und s2(Y) die empirischen Varianzen von X und Y sind. Weiter sei Fy, ., fiir
p € [0,1] das p-Quantil von F(m,n).

(a) Ist ©g = R*x{(0%,0}) : 0% = 03} xRy, ©4 = O\ Oy, s0 ist (F, (=00, Fy_15-1,4/2)U
(Fr—1,n—1,1—a/2,00)) ein unverfilschter Test zum Niveau c.

(b) Ist ©g = R? x {(c%,0%) : 02 < 0%}, Oa = O\ Oy, so0 ist (F,[F_1n-11-a,x)) ein
unverfilschter Test zum Niveau o.

(c) Ist ©g = R? x {(0%,0%) : 02 > 0%}, ©Oa = O\ O, so ist (F,[0, F—1n-1.a) €in

unverfilschter Test zum Niveau .

Beweis. Zunichst sind (m — 1)s?(X) /0% ~ x*(m — 1) und (n — 1)s*(Y) /o2 ~ x%*(n — 1)
unabhiingig. fiir 0% = 0% ist also F ~ F(m—1,n—1). Weiter ist F*P#X,W’Ug(’a% stochastisch
wachsend in 0% und fallend in 0%. Der Rest des Beweises folgt wie beim einfachen t-Test,

Proposition 5.5. 0

Beispiel 5.12 (Geburtsgewichte). Wir betrachten nochmal das Beispiel 5.10 und testen auf
Gleichheit der Varianzen zum Signifikanzniveau 0.01. Mit m = 269,n = 288 und s*(X) =
211600, s2(Y) = 22099 ist F' = 1.044. Nach der Hypothese 0% = 0% ist diese Teststatistik
nach F(268, 287) verteilt. Es ist F268,28770.005 = 0.733 und F268,287,0.995 = 1.363. Damit lasst
sich die Nullhypothese gleicher Varianzen nicht ablehnen.

5.3 Anpassungstests

Die bisher behandelten Tests basierten alle auf normalverteilten Stichproben. Etwa konnen
wir mit den zuletzt behandelten t-Tests iiberpriifen, ob der Mittelwert einer Stichprobe ver-
mutlich einen bestimmten Wert annimmt. Auffillig ist, dass diese ¢-Tests immer nur auf den
Erwartungswert der zu Grunde liegenden Verteilung testen. Dies ist bei den y2-Tests, die wir
in diesem Abschnitt kennen lernen, anders. Beim y2-Anpassungstest (Theorem 5.14) wird
iiberpriift, ob die gesamte Verteilung einer Stichprobe (und nicht nur der Erwartungswert)
eine bestimmte Form hat.

Beispiel 5.13 (Mendel’s Experimente). Der Naturforscher Gregor Mendel kreuzte rot- und
weiblithende Erbsenpflanzen. In der ersten Nachkommensgeneration erhielt er ausschliefllich
rosa-blithende Pflanzen. Kreuzte er diese weiter, erhielt er in der nichsten Generation rot-
rosa- und weiblithende Pflanzen. Seine Theorie sagte voraus, dass diese Farben in der zweiten
Nachkommensgeneration im Verhéltnis 1:2:1 auftreten sollten.

Ziel des y2-Anpassungstests in diesem Beispiel ist es, zu iiberpriifen, ob das Farbverhéltnis
von 1:2:1 von einer Stichprobe vermutlich eingehalten wird. Betrachten wir dazu n = 400
Pflanzen der zweiten Generation, von denen wir annehmen, dass deren Farbe Realisierung
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von unabhingigen Experimenten ist. Sei Z = {rot, rosa, wei}} und X = (Xq,...,X,,) ein
Vektor von unabhéngigen, Z-wertigen Zufallsvariablen. Falls die Theorie von Mendel stimmt,
gilt fir alle ¢

P(X; = rot) = 1, P(X; =rosa) = 1, P(X; = wei) = 1.

Gleichbedeutend ist es, dass die Verteilungsgewichte der Verteilung von X; durch den Vektor

T = (i, %, %) gegeben sind. Die Stichprobe liefert Syeig = 115 weile Bliiten, Syoga = 171 rosa
Bliiten und Syt = 114 rote Bliiten. Kann aufgrund dieser Beobachtung die Nullhypothese

iiber das 1:2:1-Farbverhéltnis abgelehnt werden?

Theorem 5.14 (x2-Anpassungstest). Sei o € [0,1], Z eine endliche Menge mit |Z| = r und
O = {p = (pi)icz Verteilungsgewichte einer Verteilung auf T}.

Weiter sei (X = (Xi,...,Xn), (Pp)peco) ein statistisches Modell, so dass Xi,..., X, unter
P, unabhingig und nach p verteilt sind (d.h. P(Xy, = i) = p;). Setze firi eI

Si =Nk : X =i}
Weiter sei xa,, fir p € [0,1] das p-Quantil von x*(m) und 9 = {zx}, ©4 = ©\ Oq fiir ein

T € O. Fir
S; — nm;)?
Xn = (S —nm)”

X n;
i€l
ist (X2, (X?_11_a,00)) im Grenzwert n — oo ein Test zum Niveau o.

Bemerkung 5.15 (Approximativer Test). Der x2-Anpassungstest ist ein approximativer
Test fiir groBe Stichproben. Unter Hy gilt namlich fiir jedes x (also insbesondere fiir x =

ngl,a)

lim Pr(x2 > z) = P(X > z)
n—oo -

fiir eine nach x?(r — 1) verteilte ZufallsgroBe X. In der Praxis ist die Stichprobengrofie
natiirlich nie beliebig groB. Deswegen hat man Faustregeln fiir die Anwendbarkeit des x?2-
Anpassungstests aufgestellt. Man verwendet den y2-Test dann, wenn entweder

nm; > 3 fir allei e T oder

) ‘ (5-4)
r>10 und nm>1firalleieZ

gilt.

Beweisskizze von Theorem 5.14. Wir werden nur einige heuristische Bemerkungen anstelle ei-
nes kompletten Beweises des Theorems machen. Zunéchst bemerken wir, dass die Teststatistik
genau dann klein ist, wenn alle S; nahe an nm; sind. Unter Hy ist schliefllich auch E[S;] = n;.
Also misst die Teststatistik quadratische Abweichungen von (S;);ez von den erwarteten An-
zahlen (nm;);cz. Sind diese quadratischen Abweichungen zu grofl, wird Hy abgelehnt, da ja
(XZ_1.1_q»00) der Ablehnungsbereich ist.

Wir zeigen nun noch, dass im speziellen Fall » = 2 die Teststatistik x2 approximativ x?(1)
verteilt ist. Sei also Z = {1,2}. Dann ist S} nach B(n,m;) verteilt, So —nmy = (n—S1 —n(1l—
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= — — 1,11 1 ..
m)=—(S1—nm), S+ 5 =5 = A=) und, wegen dem zentralen Grenzwertsatz, fiir

jedes = > 0, fiir eine nach N(0, 1) verteilte Zufallsvariable Z

_ 2 _ 2 _ 2
lim P7r<(51 nm)” (52— nm2) <x>: lim P,r<(51 nm) <x>

n—00 nmy nmo n—0o0 7”L7T1(1—7T1)

= lim Pﬂ(\/ggbﬁ—?’mg\/%)

n7r1(1 — 7T1)
=P(—Vz<Z< Vi) =P(Z* <ux).

Da Z?2 nach x?(1) verteilt ist, haben wir gezeigt, dass approximativ x2 fiir groBe n nach x?(1)
verteilt ist. O

Beispiel 5.16 (Mendel’s Experiment). Wir fithren nun den x2-Anpassungstest fiir das Men-
del’sche Experiment aus Beispiel 5.13 mit a = 0.05 durch. Hier ist n = 400,

Hyip=n:= (1.1

AuBerdem liefert die Stichprobe Syeig = 115, Syesa = 171 und Syt = 114. Die erste Bedingung
aus (5.4) ist sicher erfiillt, so dass wir den x2-Test anwenden kénnen. Wir berechnen

5 (115 —100) N (171 — 200)? N (114 — 100)?
X00 = 700 200 100

Hj wird also abgelehnt. (Nun darf man nach den biologischen Ursachen fiir die Abweichung
von den Mendel’schen Verhéltnissen forschen: z.B. kénnte Selektion gegen Heterozygote im
Spiel sein, oder Wechselwirkung des Gens fiir die Bliitenfarbe mit anderen Teilen des Genoms.)

~ 8.46 > 5.99 = X3 .05,

Bemerkung 5.17 (Erweiterung des x2-Anpassungstests fiir unbekannte Parameter). Nicht
immer ist die Verteilung, nach der die Daten verteilt sein sollen, so klar wie im Beispiel
5.13. Oftmals will man wissen, ob die Daten einer Verteilungsklasse (etwa die der Poisson-
Verteilungen mit Parameter A > 0) angehéren, die noch einen oder mehr Parameter besitzt.
In diesem Fall muss man zunichst die Parameter aus den Daten schétzen und kann erst
anschlieBend den y2-Anpassungstest durchfiihren. In einer solchen Situation ist klar, dass
schon durch das Schitzen der Parameter eine Anpassung der Verteilung an die Daten voll-
zogen wird. Den x2-Anpassungstest kann man jedoch nachwievor durchfiihren, indem man
die Anzahl der Freiheitsgrade der y?-Verteilung reduziert, falls die verwendeten Schitzer
Maximum-Likelihood-Schétzer sind. Man geht also folgendermaflen vor:

1. Schétzung der [ fehlenden Parameter der Verteilung mittels Maximum-Likelihood, ba-
sierend auf Xi,..., X,.

2. Die Teststatistik 2 aus Theorem 5.14 ist dann approximativ (unter den Annahmen

(5.4)) nach
X2(r — 1 — 1) verteilt.

Also ist dann (X2, (X% ;| 1_q»00)) fiir groBe n ein Test zum Niveau .

Beispiel 5.18 (Hufschlagtote). Wir betrachten das klassische Beispiel von Hufschlagtoten der
preussischen Armee. Hierbei wurden 14 Regimenter iiber 20 Jahre beobachtet, und fiir jedes
Regiment und jedes Jahr die Zahl der Hufschlagtoten aufgezeichnet. Folgende Haufigkeiten
wurden dabei beobachtet:
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Anzahl der Todesfille H 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

Héaufigkeit H 144 ‘ 91 ‘ 32 ‘ 11 ‘ 2

Es liegt nahe zu vermuten, dass die Anzahl der Hufschlagtoten in jedem Jahr eine Poisson-
verteilte Zufallsvariable ist. Um dies zu {iberpriifen, testen wir mit o = 0.01 mittels eines
x2-Anpassungstests.

Zunichst berechnen wir den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir A. Dieser ist nach Beispiel
3.13 gegeben durch

>)

:%(0-144+1-91+2-32+3-11+4-2):0.7.

Damit ergeben sich folgende erwartete Groflen:

Anzahl der Todesfille H 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

Héaufigkeit H 139.04 ‘ 97.33 ‘ 34.07 ‘ 7.95 ‘ 1.39

Da wir fordern, dass alle erwarteten Anzahlen mindestens 5 sind, miissen wir die Félle mit
vielen Hufschlagtoten gruppieren:

Anzahl der Todesfille H 0 \ 1 \ 2 \ 3 oder mehr

Haufigkeit H 139.04 ‘ 97.33 ‘ 34.07 ‘ 9.56

Wir setzen also Z = {0, 1,2, 3 oder mehr},

VAL N2

. (AN
HO'BG{e (0!’1!’2!"'

Damit ergibt sich die Teststatistik

) fiir ein A > 0}.

o (144 —139.04) N (91 — 97.33)2 N (32 — 34.07)2 N (11 — 7.95)2 N (2 —1.61)2
X280 = 139.04 97.33 34.07 7.95 1.61
=1.95 < 9.21 = X3 9.99-

Damit kénnen wir die Nullhypothese Poisson-verteilter Daten auf dem Signifikanzniveau o =
0.01 nicht ablehnen.

52



