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0 Grundlegendes

0.1 Vorbemerkung

Die Stochastik (oder Wahrscheinlichkeitstheorie) hat zwei Gesichter: Einerseits fasziniert es
schon seit Jahrhunderten, intuitiv und analytisch Gewinnchancen etwa bei Gliicksspielen ein-
zuschétzen und zu berechnen. Dies verleiht der Stochastik einen angewandten und intuitiven
Zugang. Andererseits geht es in der Stochastik als Teilgebiet der Mathematik auch um Men-
gen, Funktionen und deren Zusammenhénge. Letzteres bietet — wie in jedem Teilgebiet der
Mathematik — das formale Grundgeriist.

In dieser Vorlesung werden wir von beiden Aspekten Gebrauch machen, wobei die in-
tuitiven Ansétze zumindest in dieser grundlegenden Vorlesung iiberwiegen werden. In Nach-
folgeveranstaltungen wie etwa der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie, kann dies anders
aussehen. Der Grund hierfiir ist, dass Wahrscheinlichkeiten durch Mafle beschrieben werden,
deren Theorie in der Vorlesung Analysis 111 behandelt wird.

Als zu diesem Skript ergénzende Literatur gibt es einige Biicher zu nennen, etwa:

e K. Bosch. Elementare Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Vieweg+Teubner
Verlag, 2011

e H. O. Georgii. Stochastik: Einfithrung In Die Wahrscheinlichkeitstheorie Und Statistik.
de Gruyter, 2015

e N. Henze. Stochastik fiir Einsteiger: Eine Einfiihrung in die faszinierende Welt des Zu-
falls. Springer, 2018

e G. Kersting und A. Wakolbinger. Elementare Stochastik. Birkh&user, 2010

0.2 Wahrscheinlichkeitsriume und Zufallsvariablen

Wir fangen rein formal an und definieren zunéchst, worum es in dieser Vorlesung ausschliefSlich
geht.

Definition 0.1 (Wahrscheinlichkeitsrdume). 1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tri-
pel (Q, F, P), bestehend aus einer Menge Q, einer o-Algebra® F und einem Wahrschein-
lichkeitsmaf (oder Wahrscheinlichkeitsverteilung) P : F — [0, 1], fir das

P(Q) =1,

P( QAl) = ilP(Ai) falls A; N Aj; =0 fir alle i # j. (0.1)

gilt.

2. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) heifit diskret, falls Q@ héchstens abzihlbar ist
und F = P(Q). In diesem Fall sagen wir auch, dass (2, P) ein diskreter Wahrschein-
lichkeitsraum ist. Die Funktion

{Q — [0, 1]
Plo = PHw)

'"Mehr dazu in Analysis ITI. Eine o-Algebra — F C P(Q) — die Potenzmenge von Q — ist ein Mengensystem
mit (i) @ € F, (ii) A e F = A° € F, (iii) A1, A2,... ¢ F= oo, An € F.
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heif$t auch Zahldichte.
3. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P hat eine Dichte, falls Q = R? fiir ein d = 1,2, ... und es
ein f:RY — R gibt mit
P(Bl X oo XBd):/ f(:cl,...,xd)dxd-~-dx1
By By

fiir alle Intervalle By = [a,bg], oder By = (ag,br), oder By = (ag,bg], oder By =
[ak,br), k = 1,...,d. Wir nennen By X --- X By auch einen Quader. Wir sagen dann
auch, dass P kontinuierlich ist.

4. Die Menge Q heifst Grundraum oder Ergebnisraum, F heif$t auch Ereignisraum.

5. Jede Abbildung X : Q — S heifit Zufallsvariable mit Zielbereich S oder S-wertige Zu-
fallsvariable.?

Wir benennen zunichst elementare Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien.

Lemma 0.2 (Grundlegende Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafen). Sei (2, F,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum. Weiter sei A, Ay, Ao, ... € F.

1. Esist P(0) =0,P(Q2) = 1.

2. Esist P(A°) =1—-P(A).

3. Ist Ay C Ag, so ist P(A1) < P(Ag).
4. Es gilt

P( U An) <3 P(4,).
n=1 n=1
Beweis. 1. Da ) = () W () und die rechte Seite disjunkte Mengen sind, gilt

P(0) = P(0 & 0) = 2P(0).

Da P nur Werte in [0, 1] annimmt, muss P((}) = 0 gelten.
2. Esist P(A°)+P(A) =P(Q)=1,da Q= Ay A°
3. Es gilt As = A1 W (Ag \ Ap). Also ist

P(AQ) = P(Al) + P(AQ \ Al) > P(Al).

4. Wir schreiben

p(U)

(G

P40\ (41U Ua,)) :iP(An\(Alu---UAn_l))

n

IA
NE
s}

Ap)

i
L

nach 2. O

2Hier sind wir etwas schlampig: eigentlich sind nur messbare Abbildungen Zufallsvariable. (Das bedeutet:
Ist 7/ C P(S) eine weitere o-Algebra, so ist X !(B) € F fiir alle B € F'.) Da es aber sehr schwierig ist, sich
nicht-messbare Abbildungen auszudenken, verzichten wir auf diese Feinheit. Insbesondere ist fiir hochstens
abzéahlbares () jede Abbildung messbar. Mehr dazu erfahren Sie in Analysis III und in der Wahrscheinlichkeits-
theorie.
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Bemerkung 0.3 (Monotonie von Wahrscheinlichkeitsmafen). Es gibt weitere Eigenschaften
von Wahrscheinlichkeitsmaflen, auf die wir hier ohne mafitheoretische Grundlagen nicht weiter
eingehen konnen. Etwa gilt fir A} C A, C ---

lim P(A,) = P( G An)
n=1

n—oo

und fiir A;DAD... mit (72, Ap, = 0 ist

lim P(4,)=0.

n—oo

In der Vorlesung Stochastik werden wir uns ausschliefllich mit diskreten Wahrscheinlich-
keitsrdumen und mit Wahrscheinlichkeitsmaflen mit Dichten beschéftigen. In der Wahrschein-
lichkeitstheorie werden dann Wahrscheinlichkeitsrdume in ihrer vollen Allgemeinheit behan-
delt.

Wir beginnen mir einem grundlegenden Fall diskreter Wahrscheinlichkeitsrdume. Das néchste
Resultat besagt, dass es bei diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen gentigt, das Mafl auf Ele-
mentarereignissen {w} fir alle w € Q zu kennen.

Lemma 0.4 (Zahldichte). Sei Q hdchstens abzihlbar. Eine Funktion p : Q — [0, 1] ist genau
dann eine Zihldichte, wenn
> plw) =1,

we

In diesem Fuall ist

P:A— Zp(w)

w€eA

das einzige WahrscheinlichkeitsmafS mit Zihldichte p.

Beweis. Jede Teilmenge A C Q ist hochstens abzihlbar und A = J,c4{w} eine Zerlegung
von A in disjunkte Teilmengen. Das Resultat folgt nun aus den Eigenschaften fiir Wahrschein-
lichkeitsmafe. O

Wir fithren nun noch den wichtigen Begriff der Verteilung einer Zufallsvariablen ein.

Definition 0.5. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine S-wertige Zufallsva-
riable (mit o-Algebra F'). Dann heifit die Abbildung

X.p- {]—"’ — [0,1]
A = PHw: X(w) e A))

Bildmaf von X unter P. Aquivalent schreiben wir
P(X € A):=P{X € A}) = P(X1(A)) = P{w: X(w) € A}) = X, P(A4).
Ist S hochstens abzdhlbar, so ist auch

P(X€A)=> P(X=s)
sEA
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Ist S C R und besitzt X, P eine Dichte fx, so gilt

P(X € A) = /AfX(x)d:U

fir jeden Quader A.

Beispiel 0.6 (Einfache Beispiele). 1. Die einfachste Zufallsvariable ist X = id. Hier ist
X.P =P, denn
P(X € A) =P(X1(A) =P(A).

2. Auch sehr einfach sind konstante Zufallsvariable. Sei also X = ¢ fiir ein ¢ € S. Dann ist
P(Xc€A)=P(cec A) =1ca,

also X, P =1.(.).

0.3 Haufige Modelle: Miinzwurf, Wiirfeln, Urnen
Wir behandeln zunéchst einige hiufige Beispiele.

Beispiel 0.7 (Miinzwurf). Wenn man eine Miinze wirft, zeigt sie bekanntlich Kopf oder
Zahl. Bei einem p-Miinzwurf ist die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf gerade p. Damit ist die
Wahrscheinlichkeit fiir Zahl gerade g := 1 — p. Bei iiblichen Miinzen denkt man oft an den
Fall p = 1/2, weil Kopf und Zahl mit derselben Wahrscheinlichkeit oben zu liegen kommen.
Wirft man jedoch eine Reiflizwecke (was eine sehr spezielle Miinze ist), die entweder mit der
spitzen Seite oben oder unten zu liegen kommt, ist klar, dass auch p # 1/2 sein kann. Wirft
man zweimal mit derselben Miinze, kann man nach der Wahrscheinlichkeit fragen, zweimal
Kopf zu werfen. Dies ist p?.

Um das Beispiel eines n-fach ausgefithrten p-Miinzwurfes in den Rahmen eines Wahr-
scheinlichkeitsraumes zu bringen, sei 2 = {0,1}", wobei 0 = Zahl und 1 = Kopf. Fiir das
Wabhrscheinlichkeitsmafl geben wir die Zahldichte an, ndmlich

n

P((wi, o wn)) = [[p*(1 = p)' 7 = pi=1 @i (1 — p)" 2=, (0.2)
=1

Als Beispiel einer Zufallsvariable nehmen wir
Xi(wl,...,wn):wi, X=X+ --+X,.

Somit ist X; das Ergebnis des i-ten Miinzwurfes und X ist die Gesamtzahl an Miinzwiirfen
mit Ausgang Kopf. Fiir die Verteilung von X; und X gilt

Die letzte Gleichheit erkldrt man dabei wie folgt: Es gibt insgesamt (Z) Moglichkeiten, k
Ausginge Kopf auf die n Versuche zu verteilen — spéter mehr zu dieser Anzahl. Jede der
Moglichkeiten, bei denen & Kopfe fallen, hat Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)»~*.

Wir werden ab Abschnitt 3.1 sagen, X habe eine Binomialverteilung mit Parametern n und

p.
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Beispiel 0.8 (Wiirfeln). Eine bekannte Herausforderung ist es (etwa bei Mensch drgere Dich
nicht), beim Wirfeln mit einem Wiirfel moglichst schnell eine 6 zu werfen. Dies ist ganz
dhnlich wie beim (1/6)-Miinzwurf, schlielich gibt es nur zwei Moglichkeiten 6 oder nicht
6. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, ¥ mal keine 6 zu werfen, gerade (5/6)*. Wir berechnen
noch die Wahrscheinlichkeit, dass die erste 6 genau im n-ten Wurf kommt. Da wir hierzu
unbeschrinkt oft den Wiirfel werfen miissen, sei Q = {1, ..., 6}. Weiter sei X; € {1, ...,6} das
Ergebnis des i-ten Wurfes und
T = min{n: X, =6}

die Nummer des Versuches, bei dem zum ersten mal eine 6 fillt. Die Verteilung von T ist

5\n—11

P(T =n) = <7) -

T=n=(¢) &

denn die einzige Moglichkeit, wie T' = n zustande kommt, ist es, zunichst (n — 1)-mal keine
Sechs zu werfen und anschliefend eine 6.

Beispiel 0.9 (Urne). In einer Urne befinden sich N Kugeln, und zwar K; Kugeln der Farbe

., K, Kugeln der Farbe n. (Also ist K1 + --- + K,, = N.) Zieht man (mit verschlossenen
Augen) aus der Urne, zieht man eine Kugel der Farbe i mit Wahrscheinlichkeit K;/N. Zieht
man anschliefend nochmal aus der Urne (wobei die erste Kugel nicht zuriickgelegt wurde),
ist die Wahrscheinlichkeit nochmal eine Kugel der Farbe ¢ zu ziehen (K; —1)/(N —1). Damit
ist die Wahrscheinlichkeit, zwei Kugeln derselben Farbe zu ziehen, gerade

KK —1

LN N—-1°
=1

Um dies zu formalisieren, sei Q = {1,...,n}? und X; € {1, ...,n} sei die Farbe des i-ten Zuges,
1 = 1,2. Wir schreiben damit

n

- K K; —
P(X1=Xp) =) P(X;=X,=1i)= ZWN
= =1

Im ersten Gleichheitszeichen haben wir verwendet, dass die Ereignisse {X; = Xy = i},i =
1,...,n disjunkt sind.

Beispiel 0.10 (Geburtstagsproblem). In einem Raum befinden sich 23 Personen. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass es zwei Personen gibt die am selben Tag Geburtstag haben?

Um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen, ist es hilfreich, das Gegenteil Alle Personen
haben an unterschiedlichen Tagen Geburtstag zu betrachten. Wir stellen die Personen (in
Gedanken) in einer Reihe auf. Die Wahrscheinlichkeit dass die zweite Person an einem anderen
Tag als die erste Person Geburtstag hat ist 364/365. (Von Schaltjahren und dem 29.2. sehen
wir einmal ab.) Weiter ist die Wahrscheinlichkeit, dass die dritte Person an einem anderen Tag
als die Personen eins und zwei Geburtstag hat, dann 363/365. Uberlegen wir das weiter, so
ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Personen an unterschiedlichen Tagen Geburtstag haben,

gerade
364 363 365 —22

365 365 365

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass es zwei Personen gibt, die am gleichen Tag Geburtstag
haben, etwa 1 — 0.493 = 0.507.

~ 0.493.
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1 Kombinatorik und uniform verteilte Zufallsvariablen

Der Grund, warum in der Stochastik zunéchst das geschickte Abzihlen (also Kombinatorik)
so wichtig ist, sind uniforme Verteilungen oder Laplace-Experimente.

1.1 Laplace-Experimente

Unter einem Laplace-Experiment versteht man die Situation, wenn alle moglichen Ausgéinge
dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen. Beispiele sind der %—Ml’inzwurf oder das Wiirfeln mit
einem fairen Wiirfel. Die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmafle heiflien uniforme Verteilungen.

Definition 1.1 (Uniforme Verteilung). Sei X eine S-wertige Zufallsvariable.

1. Ist S endlich und gilt P(X = a) = ﬁ fiir alle a € S, so nennen wir X (diskret) uniform
verteilt auf S. Wir schreiben dann auch X ~ U(S).

2. Ist S C 5" = R? und hat X die Dichte fx(z) = 15’(1‘)% (wobei |S| das Volumen von

S im R? ist), so nennen wir X (stetig) uniform verteilt auf S. Wir schreiben dann

ebenfalls X ~ U(S).

Bemerkung 1.2. In beiden Féllen ist P(X € A) = %.

Beispiel 1.3 (Kollision von Kennzeichen). In Verallgemeinerung zu Beispiel 0.10 werde eine
Menge von n Individuen mit » > n verschiedenen Kennzeichen gekennzeichnet. Wir denken
dabei an Kennzeichen wie r verschiedene Namen, Geburtstage, PINs etc. Wir gehen davon
aus, dass alle Individuen jedes Kennzeichen mit gleicher Wahrscheinlichkeit erhalten. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine zwei Individuen gleich gekennzeichnet sind?
Hierzu sei X = (X1, ..., X};;) mit Werten in S = {1, ...,T}{l"“’"}, so dass 1 < X; < r das
Kennzeichen des i-ten Individuums benennt. Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit von

].:)(,XVZ 75 Xj fiir alle ¢ 75 j},
oder dquivalent
P(X € A) fir A= {(z1,...,xn) : & # z; fiir alle i # j}.

Um diese zu bestimmen, miissen wir |A| berechnen. Da das erste Individuum r Kennzeichen
zur Auswahl hat, das zweite Individuum (falls A zutrifft) dann noch r — 1 usw, ist

Al =r(r—1)---(r—mn+1).

Damit ist

P(XEA):T(T—l)-~-(r—n+1) :ﬁ(l—i>

rh ! r
=1

Wir versuchen nun noch, diese Wahrscheinlichkeit fiir grofle n abzuschitzen. Verwenden wir
1—t<et sofolgt

n—1 . n—1 .

porea=TT (1) <o (-5 ) =en (-5
1 1

<.
Il

7
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Da
Ac = U Bij; Bij = {(CLl, ...,CLn) Ly = CL]’}
1<)
und )
P(X S B’LJ) = ;,

und da® {(i,j) € [1:n]?:i < j} = n(n_l), folgt, dass
2

n(n—1)

P(XcA)=1-P(Xe€A)>1-) P(XeBy)=1- o

1<J
Es gilt also

,_nn—1) Eﬁt;@)

2r 2r

Fiir grofie » muss also n mindestens so grofl wie /r sein, damit es merklich zu Kollisionen
kommt. (In Beispiel 0.10 war r = 365 und n = 23, also n? = 529.)

SP(XEA)geXp(—

1.2 Zufillige Permutationen

Aus der linearen Algebra sind Permutationen bekannt. Wir beschéiftigen uns nun mit uni-
form verteilten (also zufélligen) Permutationen. Wir erinnern zunéchst an die Bedeutung und
Schreibweise von Permutationen.

Bemerkung 1.4 (Permutation). Eine Permutation o der Menge [1 : n] ist eine bijektive
Abbildung ¢ : [1 : n] = [1 : n]. Um o zu notieren, gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten.
Entweder man schreibt in zwei Zeilen jeweils i iiber o (i), was dann fiir n = 7 etwa so aussieht:

1234567
_ 1.1
7 (5273146)’ (1.1)

oder man verwendet Zykel von o. Hierbei ist eine Zykel von o der Linge j eine Folge k1, ..., k;
mit o (k1) = ke, ...,0(kj—1) = kj,0(k;) = k1. In obigem Beispiel ergibt sich

o = (15)(2)(3764).

Hierbei werden in Klammern jeweils Zykel angegeben. Man beachte, dass die Zykel-Schreibweise
nicht eindeutig ist, etwa gilt auch

o = (51)(2)(6437).

Bekanntermafien gibt es n! = 1---n Permutationen von [1 : n]. Dies iiberlegt man sich am
besten an der Schreibweise (1.1). Fiir o(1) gibt es némlich genau n Moglichkeiten. Anschlie-
Bend gibt es fiir 0(2) noch n— 1 Moglichkeiten usw. Zahlt man also alle Permutationen durch,
so kommt man auf |[1 : n]| = n!. Wir bezeichnen die Menge aller Permutationen von [1 : n]
mit S(n).

3Wir schreiben [1: n] := {1,...,n}.
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Beispiel 1.5 (Linge eines Zykel). Sei X eine zuféllige Permutation von [1 : n]. (Das bedeutet:
Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) ist eine Zufallsvariable ¥ : Q — S(n) definiert,
so dass die Verteilung von ¥ uniform auf allen Permutationen ist.) Weiter sei

h(o) := Linge des Zykel, der 1 enthilt.

Wir wollen nun zeigen, dass

Hierzu setzen wir
A:={oceSn):hloc)=b}={oceSn):0(1) #1,0%1) #1,...,6° (1) # 1,0°(1) = 1}.
Es gilt (mit derselben Uberlegung, mit der wir S(n) durchgezihlt haben)
Al=n—-1)(n—-2)---(n—b+1)-1-(n—=0)---1,
und damit

A (=11
S et n]

P(h(X) = b)

1.3 Zufillige Teilmengen

Wihrend Permutationen Bijektionen beschreiben, beschéftigen wir uns nun mit zufélligen
Teilmengen einer gegebenen Menge [1 : n].

Bemerkung 1.6. Wir bezeichnen mit
Sp={A:AC[1:n],|Al =k}

die Menge der k-elementigen Teilmengen von [1 : n]. Sei X uniform auf S verteilt. Um nun
die Verteilung von X zu bestimmen, bendtigen wir |Sy|. Wir zeigen

1

n n!
|Sk| = <k> = W =R oder P(X ={1,..,k}) = @

Klar ist, dass aus der zweiten Aussage die erste folgt. Um {X = {1, ..., k}} zu erhalten, miissen
wir als erstes Element eines in [1 : k] wiihlen. Bei der zweiten Ziehung miissen wir eines der
iibrigen k — 1 aus [1 : k] ziehen usw. Daraus folgt

kk—1 1 Kl(n—k)!
P(X:{l’m’k}):ﬁn—l'”n—k+1: n!

Eine alternative Erkldrung ist die Folgende: Um ein Element aus |Sk| zu erhalten, wihlen wir
zunéchst ein Element aus n aus, dann eines aus den restlichen n — 1 usw. Die Eintréige eines
so erhaltenen k-Tupels bildet eine k-elementige Teilmenge von [1 : n]. Allerdings gibt es k!
verschiedene Reihenfolgen dieser Elemente, so dass |Sy| = (}) folgt.
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1.4 Zufillige Besetzungen

Bemerkung 1.7. Unter einer Besetzung verstehen wir eine Belegung von r Plétzen (Urnen)
mit n Objekten (Kugeln). Formal setzen wir

Sn,r = {k‘ = (k‘l,...,k‘r) : k‘j € No, k1 +---+ kr :’I’L}
und betrachten nun wieder ein rein zufélliges Element X aus .S), .. Wir zeigen nun
1

n

P(X = (ki,....k,)) =

fur jedes (k1,...,kr) € Spr-
Um dies einzusehen, verwenden wir am besten eine Hilfskonstruktion: Sei

S’ = {01-Folgen der Linge n + r — 1 mit genau n Einsen}

Snr — 5
hog(ky,..ky) —1...101...10...1...1

k1—mal ko—mal k,—mal

also z.B. h(2,0,3,0) = 11001110. Es ist klar, dass h eine Bijektion ist. Da S” alle n-elementigen
Teilmengen von [1 : (n + r — 1)] beschreibt, ist

—1
‘Sn,r|:‘5/|:<n+r >
n

1.5 Kontinuierlich uniform verteilte Zufallsvariable

Wir erinnern zunéichst an Definitionen 0.1.3 und 1.1. Danach ist eine Zufallsvariable X genau
dann uniform auf [a,b] C R verteilt, wenn

T —w

b—a

fir alle ¢ < w < z < b. Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn fiir « <w < x <b

P(X € [w,z]) =

P(X<z)=_2"2

b—a’

(Denn: Gilt dies, so ist P(X € [w,z]) = P(X <z) —P(X <w).)
Fiir das néichste Resultat benutzen wir folgende Schreibweise fiir x € R: Der ganzzahlige
Anteil von z ist |x], und (z) =z — |z| ist der gebrochene Anteil von x.

Lemma 1.8 (Verschiebungsinvarianz der uniformen Verteilung). Sei X wuniform auf [0, 7]
verteilt fir r € N und v € R. Dann ist (X +v) ~ U([0,1]).

Beweis. OBdA ist r = 1, der allgemeine Fall folgt wegen (X) ~ U([0,1]) und (X + v) =
((X)+wv). OBdA ist 0 < v < 1, ansonsten ersetzen wir v mit (v). Wir berechnen fiir 0 <z <1

P(X+v)<z)=P(X+v<z)+P1<X+v<1+2)

— >
—P(X<z-0)+Pl-wv<X<litz—ov)=4" "T0 ¥=0_,
0+ =, r<w

Damit ist (X + v) ~ U([0, 1]). O
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Wir kommen nun zu einer interessanten Beobachtung: die fithrende Ziffer einer auf einem
groflen Intervall gezogenen uniformen Zufallsvariable ist mit grofSter Wahrscheinlichkeit eine 1:

Proposition 1.9 (Benford’s Gesetz). Sei X eine Zufallsvariable, so dass (logo X) ~ U(]0,1]).
Weiter sei
B R+ —>{1,,9}
|z = b falls log;yb < (logygz) < log;o(b+1).
(Mit anderen Worten ist h(x) die fiihrende Ziffer der Dezimaldarstellung von x.) Dann ist

P(h(X) = b) = logy, (1 + %)

Bemerkung 1.10. Erstaunlich viele Verteilungen fiir X sind so, dass (log;o X) ~ U([0, 1])
zumindest approximativ gilt. Um ein einfaches Beispiel zu nennen, sei Y ~ U([0,r]) fiir ein
r € Nund X = 10Y. Dann ist

P({logjo X) < 2) =P((Y) <2) =z

nach Lemma 1.8.

Beweis. Wir schreiben direkt

P(h(X) = b) = P({logyy X) € [log10, ogso(b + 1)) = logso(b + 1)  logg(b) = logo (147 )

O]

2 Verteilungen und deren Eigenschaften

Der Begriff des Wahrscheinlichkeitsmafles oder der Wahrscheinlichkeitsverteilung (siehe De-
finition 0.1) ist fiir unsere Zwecke zentral. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns meist mit
reellwertigen Zufallsvariablen und deren Bildmaflen. Wir gehen dabei nicht weiter auf das
Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2 ein, sondern interessieren uns ausschliellich fiir das Bildmasf.

2.1 Die Verteilungsfunktion

Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind Abbildungen, die eine o-Algebra als Definitionsmenge
haben. Um solche Verteilungen veranschaulichen zu kénnen, bendtigen wir eine andere Dar-
stellung, die wir nun mit den Verteilungsfunktionen kennen lernen werden.

Definition 2.1 (Verteilungsfunktion). Sei X eine S-wertige Zufallsvariable und S C R. Die
Funktion
R 0,1
Fx : = [01]
r —PX <z
heifst Verteilungsfunktion (des Bildmafes) von X.

Lemma 2.2 (Verteilungsfunktion von diskreten und kontinuierlichen Zufallsvariablen). Sei
X eine S-wertige Zufallsvariable.
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1. Ist S diskret, so ist die Verteilungsfunktion

Fx(z) = Y P(X = y).

y<z
yeSs

2. Besitzt X die Dichte fx, so ist die Verteilungsfunktion
xX

FX(I‘) :/ fx(x)dac.
—0o0

Ist fx stiickweise stetig, so ist F = fx an allen Stetigkeitsstellen von fx.
In beiden Fdllen wird die Verteilung von X eindeutig durch F'x beschrieben.

Beweis. Die Aussagen 1. und 2. erhilt man durch direktes Einsetzen von Zahldichte und Dich-
te in die Definition fiir die Verteilungsfunktion. Fiir die Eindeutigkeit der Verteilungsfunktion
stellen wir im Falle einer diskreten Zufallsvariablen X und z € S fest, dass

P(X:x):limP($§X§m+e):linéP(X§x+e)—P(X§33)
e—

e—0

= lim Fx(z +¢) — Fx(z).
e—0
Fiir kontinuierliche Zufallsvariablen schreiben wir
P(X € (a,b])) =P(X <b) —P(X <a) = Fx(b) — Fx(a).

Also bestimmt Fx die Werte von X, P auf allen Quadern und damit nach Definition 0.1 X, P
selbst. =

Lemma 2.3 (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen). Sei Fx die Verteilungsfunktion einer
Zufallsvariable X. Dann gilt:

1. Fx ist monoton wachsend mit

T—r—00 T—r00

Fx(x) 0, Fx(x) 1.

2. Fx ist rechtsstetig und hat linksseitige Grenzwerte. Hat X eine Dichte, dann ist Fx
sogar stetig.

Beweis. 1. Wegen Lemma 0.2.3 gilt fiir x <y
Fx(z) =P(X <2) <P(X <y) = Fx(y)

und damit ist /'y monoton wachsend.
2. Der Fall mit Dichte ist klar wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
Im Allgemeinen folgt mit Bemerkung 0.3

lIimFx(z+e)=lmP(X <z+4+¢)=P(X <z)+1limPz < X <z+¢)=P(X <),
el0 el0 el0

limFx(z —¢) =lmP(X <z —¢) =P(X <xz).
el0 el0

und 2. ist ebenfalls gezeigt. O
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Beispiel 2.4 (Verteilungsfunktion der kontinuierlich uniformen Verteilung). Sei X € U(]a, b)).
Dann ist die Verteilungsfunktion von X

0, r<a
Flr)=q %2, a<z<b
1, x>b

Denn: Fiir z < a und x > b ist die Aussage klar, da P(X < a) = P(X > b) = 0. Die
Zufallsvariable X hat nach Definition 1.1 die Dichte fx(z) = 1j4)(x 7. Fiir a <z < b ist

deshalb @ 1 ro1
Tr —a
P(XS?C)Z/ 1[a,b1(y>b_ady:/ b—a b-a

2.2 Bilder von Zufallsvariablen

Da eine S-wertige Zufallsvariable eine Abbildung X : 2 — S ist, kann man ebenso Funktionen
von Zufallsvariablen betrachten.

Definition 2.5 (Bild einer Zufallsvariablen). Sei X eine S-wertige Zufallsvariable und h :
S — S’ (messbar). Dann heifit Y := ho X das Bild von X unter h und ist eine S’-wertige
Zufallsvariable.

Die Verteilung von Y := h o X heifst durch h transformierte Verteilung von X. Ist diese
Verteilung identisch mit der einer Zufallsvariablen Z, so schreiben wir Y ~ Z.

Wir haben bereits Bilder von Zufallsvariablen betrachtet und wiederholen dies kurz.

Beispiel 2.6. 1. Sei ¥ eine uniform auf S(n) verteilte Zufallsvariable (genau wie in Bei-
spiel 1.5), sowie

{S(n) N
h: '
o — min{k : o¥(1) = 1}

die Lange des Zykels, der 1 enthélt. Dann besagt Beispiel 1.5, dass die Zufallsvariable
Y := h(X) uniform auf [1 : n] verteilt ist.

2. Genau wie in Lemma 1.8 sei X ~ U([0,7]) und A : [0,7] — [0,1] durch z — (z + v)
gegeben. Dann ist Y := h o X nach U([0, 1]) verteilt, also (X + v) ~ U(]0, 1]).

3. Fiir eine R -wertige Zufallsvariable wird in Kapitel 4.3 das Bild von X unter der Ab-
bildung hs : x +— s* fiir s € [0, 1], also die Zufallsvariable 5% eine Rolle spielen.

Lemma 2.7 (Transformation von Verteilungen). Sei X eine S C R-wertige Zufallsvariable
und h : S — R streng monoton wachsend, sowie Y := ho X. Dann gilt fiir x € R

Fx(x) = Fy (h(2)).

Ist insbesondere h streng monoton und differenzierbar mit differenzierbarer Umkehrabbildung,
und hat X eine Dichte fx, so hat' Y die Dichte y — fy(y) := fx(h~1(w))|(R~Y|(y).
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Bewess. Wir schreiben direkt
Fx(z) = P(X < 2) = P(h(X) < h(z)) = Fy (h(x)).
Damit gilt wegen Fx(h~'(y)) = Fy(y)

d d

Fr(y) = g Frly) = @Fx(h’l(y)) = fx (B W) (W ().

O]

Beispiel 2.8. Sei U ~ U([0, 1]) und h(u) = —logu. Dann hat Y := ho X die Verteilung mit
Dichte f(z) = 1z>0e™ 7.
Denn: Es ist h~!(z) = e~ und damit

fr(z) = 16716[071]6733 = 1:5206796.

Lemma 2.9 (Simulationslemma). Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und
F~1 die verallgemeinerte Inverse, gegeben durch

F~(u) := sup{y : F(y)<u}.
Ist U ~ U([0,1]), so ist F~Y(U) ~ X.
Beweis. Es gilt (wegen F~1(u)<z <= u<F(z))
P(F(U)<z) = P(U<F(x)) = F(x),

und die Behauptung ist gezeigt. O

2.3 Die Ein-Ausschlussformel

Fiir Wahrscheinlichkeitsmafle wissen wir, dass sie additiv sind, d.h. (0.1) gilt. Dies verallge-
meinern wir nun auf nicht notwendigerweise disjunkte Mengen.

Proposition 2.10 (Ein- Ausschlussformel). Fiir eine S-wertige Zufallsvariable X und (messba-
re) Mengen Ay, ..., A, C S gilt

P(X € AU UA,)

=Y P(Xed)— Y PXecAnA)+ - +P(XecAn---nNA).
i=1 1<i<j<n

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mittels Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Behauptung
klar, fir n = 2 ist

P(XEAlUAQ)—FP(XGAlﬂAQ):P(XEAl)—l-P(XGAQ\Al)—I-P(XGAlﬂAQ)
=P(X € A))+P(X € 4y).

Gilt die Behauptung fiir ein n, so schreiben wir

A1U-"UAn+1:A1U"'U(AnUATL+1)'
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Damit ist (mit A; N (An U An+1) = (Az N An) U (Az N An+1))

n—1
P(X €A U-—-UAy1)=> P(X€A)+P(X €A, UApp)
=1
— Y PXeAnd)- D PXeAN(A4UAnn))
1<i<j<n—1 1<i<n—1

+"':|:P(XEAlﬂ"'ﬁAn_1ﬂ(AnUAn+1))

n+1
=) P(X€4)-P(X €A, NApp)
=1
n—1
— > PXeAnA)-) (P(X€AinA,)+P(X € AnNAy)
1<i<j<n—1 i=1

—P(X EAiﬁAnﬂAn+1))
LP(X €A N NAy 1NA)LP(X €A NN Ay 1N Apss)
:FP(XGAlﬂ"'ﬂAnflﬂAnﬂAn+1).

Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 2.11 (Fixpunkte in Permutationen). Sei ¥ uniform verteilt auf S(n), d.h. ¥ ist eine
zufiillige Permutation von [1 : n]. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der %
mindestens einen Fixpunkt besitzt. Wir setzen A; := {0 € S(n) : ¢(i) = i}. Damit gilt fir
i1, ...1; verschieden

(n—k)!
P(ZGAilﬁ'--ﬂAik): o .
Damit gilt
1 n 1 n 1
PXeAU---UA)=n-—— .
(EeAdU--Udn)=n n (2>n(n—1)+<3>n(n—l)(n—2)
B 1 1 1
EESTREETE n!

Anders ausgedriickt haben genau

1 1 1
| _ ... _
”'(1 TR in!)

Permutationen mindestens einen Fixpunkt.

2.4 Die gemeinsame Verteilung und Unabhingigkeit

Betrachtet man mehrere Zufallsvariablen gleichzeitig, so hat man es mit anderen Worten
mit einem Vektor von Zufallsvariablen zu tun. Die Verteilung dieses Vektors wird auch ge-
meinsame Verteilung der Zufallsvariablen genannt. Eine besondere Situation tritt auf, wenn
sich Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Zufallsvariablen multiplizieren. Dann heiflen diese
(stochastisch) unabhéngig.
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Definition 2.12 (Gemeinsame Verteilung). Ist X = (X1, ..., X,,) mit Zielbereich S := Sy X
... X Sy, so heifit Xy P auch die gemeinsame Verteilung von Xy, ..., X,,. Fir die Projektion
w8 — S; heifit das Bild von X unter m; auch die i-te Marginal- oder Randverteilung von
X.

Ist die gemeinsame Verteilung von X1, ..., X, gerade das Produkt der Marginalverteilun-
gen, d.h. gilt fir alle (messbaren) Ay, ..., A,

P(Xi€A4,.,X,€A,)=PX1€4)) - -P(X,€A4,),

so heif$t die Familie (X1, ..., X,,) stochastisch unabhdingig.
Sind X1, ..., X, und haben die gleiche Marginalverteilung, so nennen wir X1, ..., X, un-
abhdngig und identisch verteilt, was wir mit wiv abkiirzen.

Lemma 2.13 (Berechnung der Marginalverteilungen). Ist X = (X1, ..., X,,) mit Zielbereich
S =51 x...x8,. Ist X diskret, so ist die i-te Marginalverteilung gegeben durch

P(Xi=a)= Y - Y Yoo Y P(Xyi=a, . X =ap).

a1€51 a;—1€S5;-1 a;+1€8;11 an€Sn

Ist X kontinuierlich mit Dichte fx, so ist die i-te Marginalverteilung gegeben durch die Dichte

i) :/"'/f(xlw-wxn)dxl"'dmi—ldxi—i-l"‘dxn-

Beweis. Beide Aussagen folgen direkt aus der Definition der Marginalverteilung. O

Beispiel 2.14 (p-Miinzwurf). Wir betrachten den p-Miinzwurf aus Beispiel 0.7. Es gilt: Ein
Zufallsvektor X = (X1, ..., X,,) ist genau dann ein p-Miinzwurf, wenn X3, ..., X,, unabhéngig
sind und

Denn dann kénnen wir die Verteilung von X angeben mittels

P(X = (w1, ..., wn))

PXi=w,...Xpn=wp) =P(X1=w1) - P(X,, =wp)

n
pri (1 - p)l_“)ia
i=1

was (0.2) entspricht.

Beispiel 2.15 (Zufillige Permutation). Sei ¥ uniform auf S(n) verteilt. Schreiben wir ¥ =
(3(1),...,X(n)), so erhalten wir einen Vektor von Zufallsvariablen. Die Marginalverteilungen
sind

d.h. X(@) ist U([1 : n])-verteilt, i = 1,...,n. Anders ausgedriickt ist jede Marginalverteilung
eine U([1 : n])-verteilt. Allerdings ist die Familie (1), ...,3(n) nicht unabhéngig, etwa ist
némlich fiir ¢ # j
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Lemma 2.16 (Eigenschaften unabhéngiger Zufallsvariable). Sei (X1, ..., X,,) eine unabhdingi-
ge Familie von Zufallsvariablen.

1. Jede Teilfamilie X;,, ..., X;, fiiriq, ..., paarweise verschieden ist stochastisch unabhdngig.
2. Seien hy, ..., hy, Funktionen auf den Zielbereichen St, ..., Sy. Dann sind hy(X1), ..., hn(X5)
unabhdngig.
Beweis. Fiir 1. wihle man A; = S; fir j ¢ {i1, ..., i} in der Produktformel. Fiir 2. schreiben
wir
P(hi(X1) € A1, ha(Xn) € An) = P(X1 € hy ' (A1), X € Dy, (4y))
=P(X1 € hy (A1) - P(Xn € by ' (An))
=P(h(X1) € A1) P(ha(Xn) € Ap).
O

Proposition 2.17 (Unabhingigkeit diskreter und stetiger Zufallsvariable). Seien X1, ..., Xy,
Zufallsvariable mit Werten in S1, ..., Sn.

1. Im Falle diskreter Zufallsvariablen sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Xi,..., X, sind unabhingig.
(ii) Es gilt
P(Xl = ai, ,Xn = an) == P(Xl = al) < P(Xn == an).

2. Im Falle kontinuierlicher Zufallsvariablen sei fx die Dichte von X und f1,..., f, die
Dichten von Xy, ..., X,,. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Xi,..., X, sind unabhingig.
(ii) Es gilt
fX<x17 71.71) = fl(xl) e fn(xn)

Beweis. 1.’=" folgt direkt aus der Definition von Unabhéingigkeit, wenn man A; = {a1 },..., A, =
{an} setzt. <’ Es gilt

P(X; € Ay, ..., Xn € Ay) = > P(X1=a1,....Xn = an)
(a1,,an)EAIX ... XAy,

= Z P(X1 :al)P(Xn:an)

(@1yeersan ) EAT X X Ay

=Y PXi=a)-— Y PXy=a,)=P(X1€4) - P(X, €A
a1€A, an€An

Eine analoge Rechnung liefert 2. O

3 Weitere wichtige Verteilungen

In diesem Kapitel lernen wir die wichtigsten Verteilungen kennen. Wir gehen wieder davon
aus, dass Zufallsvariablen definiert sind, und geben diese wichtigen Verteilungen als Bildmafle
an.
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3.1 Die Binomial- und die Multinomialverteilung

Definition 3.1. Sein € N und p € [0,1]. Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich {0, ...,n}
heif$t binomialverteilt zu den Parametern n und p, falls (mit ¢ :=1—p)

Wir schreiben dann X ~ B(n,p).

Bemerkung 3.2. 1. Wir haben in Beispiel 0.7 gesehen: Ist X = (Xi,...,X,) ein p-
Miinzwurf, so ist X7 + - - - + X, binomialverteilt zu den Parametern n und p.
Generell erhidlt man die Binomialverteilung immer dann, wenn man ein Experiment
hintereinander unabhéngig ausfiihrt, und es in jedem Experiment mit derselben Wahr-
scheinlichkeit p zu einem FErfolg und mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 — p zu einem Mis-
serfolg kommen kann. Z#hlt man die Anzahl der Erfolge, so ist diese B(n,p)-verteilt.
Der Grund ist, dass es (Z) verschiedene Moglichkeiten gibt, die k& Erfolge auf die n
Versuche zu verteilen und jede einzelne Abfolge von Erfolgen und Misserfolgen dieselbe
Wabhrscheinlichkeit (n@mlich p*q"~*) hat.

2. Der bekannte binomische Lehrsatz ergibt, dass

" /n
k n—k
=1
> < k)zo q ,
k=0
so dass es sich bei der Binomialverteilung in der Tat um ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
handelt.

Unterscheidet man bei einem Experiment nicht nur zwischen Erfolgen und Misserfolgen,
sondern zwischen £ verschiedenen Ausgéingen, so erhilt man die Multinomialverteilung.

Definition 3.3 (Multinomialverteilung). Sein € N und p1,...,pe € [0,1] mit p1+---+p¢ = 1.
Eine Ay := {(k1,....,k¢) : k1 + -+ + kg = n}-wertige Zufallsvariable X = (X1,..., X;) heifst
multinomialverteilt zu den Parametern n und p1, ..., pe, falls

k k

n o n!
k- ko) Kyl k!

P(X = (ki,....,ke)) = (kl n

Hierbei ist

ein Multinomialkoeffizient.

3.2 Die hypergeometrische Verteilung

Gegeben seien N unterscheidbare Objekte, von denen K markiert sind. Wie viele Moglich-
keiten gibt es, n Objekte (ohne Beachtung der Reihenfolge) so auszuwéhlen, dass genau k
Markierte dabei sind? Die Antwort erhilt man wie folgt: von den K Markierten muss man k
auswéhlen, das sind schon mal ([k( ) Mboglichkeiten. Bei den restlichen n — k auszuwéhlenden
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Objekten darf man dann nur noch nicht-Markierte nehmen. Dies sind dann (]X :f ) Moglich-

keiten. Insgesamt ergeben sich also
K\ (N -K
k n—=k

Moglichkeiten. Diese Uberlegung fithrt schon auf ein erstes Resultat.

Lemma 3.4 (Eine Identitdt mit Binomialkoeffizienten). Es gilt fir N > n, K >0

“~(K\(N-K\ (N

> (0) (o) = ()
Beweis. Einen anschaulichen Beweis erhilt man, wenn man sich die Bedeutung der linken
Seite ansieht. Nach obiger Erklirung wird hier {iber die Anzahl der Markierten Objekte
summiert, die man beim Ziehen von n der N Objekte erhélt. Insgesamt steht dort also die

Anzahl der Moglichkeiten, (ohne Beachtung der Reihenfolge) aus den N Objekten gerade n
auszuwiéhlen, also (]X ) Einen anderen Beweis erhélt man durch Induktion. ]

Definition 3.5 (Hypergeometrische Verteilung). Sei n, N € N und K € Ny mit n, K < N.
Eine [0 : n A K]-wertige Zufallsvariable X heifit hypergeometrisch verteilt mit n, N, K, wenn

0
S

Wir schreiben dann auch X ~ Hyp(n, N, K).

k=01,.,nAK.

Bemerkung 3.6 (Urnen in der Stochastik). Betrachte eine Urne mit insgesamt N Kugeln,
wovon K weifl sind. Wir ziehen n Kugeln heraus und betrachten

Xi = lite Kugel ist weifls i=1,..,n,
X =X14+ -+ X,

Ziehen wir mit Zuriicklegen, so haben wir in jedem Zug die gleiche Chance von p = %, eine
weile Kugel zu ziehen. In diesem Fall ist X ~ B(n,p).

Ziehen wir ohne Zuriicklegen, so sind die Zufallsvariablen X1, ..., X}, nicht unabhéngig, da
jeder Zug die Wahrscheinlichkeiten, im néchsten Zug eine weile Kugel zu ziehen, &ndert. In
diesem Fall ist X ~ Hyp(n, N, K).

3.3 Die Poisson-Verteilung und die Poisson-Approximation

Wie wir in Theorem 3.8 sehen werden, entsteht aus der Binomialverteilung bei sehr kleinen
Erfolgswahrscheinlichkeiten, jedoch haufigen Versuchen, die Poisson-Verteilung.

Definition 3.7. Sei A € R;. Eine Ny-wertige Zufallsvariable X heifit Poisson-verteilt mit
Parameter X\, falls

)\k
_>\7

P(X=k)=e R

k=0,1,2,..

In diesem Fall schreiben wir X ~ Poi()\).
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Theorem 3.8 (Gesetz der kleinen Zahlen). Sei X,, ~ B(n,py,) firn =1,2,..., so dass

n—oo

n-p, —— A>0.

Sei weiter Z ~ Poi(\). Dann gilt

Beweis. Wir schreiben direkt

P(X, = k) =<Z>pﬁ<1 —pon

_ n(n — 1)...]£n—k—|-1) l(npn)k (1_ %yl(l —pn)ik n—oo, P(Z = k).

—1

— Ak . —1
—e

3.4 Die geometrische und die Exponentialverteilung

In Beispiel 0.8 haben wir die Verteilung der Wartezeit bis zur ersten 6 beim Wiirfelwurf
berechnet. Solche Wartezeiten sind oftmals geometrisch verteilt.

Definition 3.9 (Geometrische Verteilung). Sei p € (0,1]. Eine N-wertige Zufallsvariable X
heifit geometrisch verteilt mit Parameter p, falls firg=1—p

P(X >i) = ¢, i=1,2,..
Wir schreiben dann auch X ~ Geo(p). Es gilt dann also
PX=)=PX>i—-1)-P(X>i)=¢ '—¢=¢""p

Bemerkung 3.10 (Interpretation beim p-Miinzwurf). 1. Sei X = (X;, Xo,...) ein unend-
licher (!) p-Miinzwurf und
T:=min{i: T; = 1}.

Dann ist 7' ~ Geo(p).

2. In manchen Biichern nimmt eine geometrisch verteilte Zufallsvariable Y Werte in Ny
an. In diesem Fall ist bei einem unendlichen p-Miinzwurf Y nicht der Versuch des ersten
Erfolges, sondern der letzte in der Serie von Misserfolgen, d.h. Y =T — 1 mit T wie in
1.

3. Fiir den unendlichen p-Miinzwurf X = (X1, X, ...) bemerken wir kurz, dass der Wahr-
scheinlichkeitsraum, auf dem X definiert ist, nicht diskret sein kann, da es iiberabzihlbar
viele {0, 1}-wertige Folgen gibt. Immerhin kénnen wir den unendlichen Miinzwurf im
Rahmen unserer Méglichkeiten fiir p = 1/2 dennoch definieren. Hierfiir sei 2 = [0, 1] und
P eine U([0, 1])-Verteilung. Fiir x € Q sei weiter z = Y 22, 2,27 die Binirdarstellung
von z, also z; = [2'x — |2'z]], i = 1,2,..., wobei [.] die Rundung und |.| die Abrun-
dung bedeutet. Dann ist mit X;(z) = x; der Vektor X = (X1, X, ...) der unendliche
1/2-Miinzwurf.
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Wartezeiten sind nicht immer diskrete Anzahlen von Versuchen, sondern kénnen auch konti-
nuierliche Grolen sein. Dies wird zumeist durch Exponentialverteilungen dargestellt.

Definition 3.11 (Exponentialverteilung). Sei A > 0. Eine R-wertige Zufallsvariable X heifit
exponentialverteilt mit Rate A, falls sie die Dichte

fx(.%') = )\6_)@1120 (3.1)
und die Verteilungsfunktion

Fx(z) = (1 — e )10 (3.2)
besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
P(X >z)=e 7, x> 0.

Wir schreiben dann X ~ Ezp()\).
Proposition 3.12 (Eigenschaften der Exponentialverteilung). Sei A, u > 0.

1. Sei X ~ Exp(\). Dann ist uX ~ Exp(\/p)

2. Sei U ~ U([0,1]). Dann ist —(logU)/\ ~ Exp(\).
Beweis. Sei x > 0. 1. Fir Y := pX gilt fiir x > 0

P(Y > ) =P(X > z/p) = e M/H,

Daraus folgt bereits die Behauptung. 2. folgt einerseits mit Lemma 2.9. Alternativ schreiben
wir fiir Z := (—logU)/A

P(Z>z)=P(—(logU)/A>z) =P(U > e ) =
Wieder folgt die Behauptung. O

Proposition 3.13 (Exponentialapproximation). Sei Z ~ Exp(1) und X1, Xo, ... eine Folge
von geometrisch verteilten Zufallsvariablen zu den Parametern pyi,pa, ... mit p, | 0. Dann gilt
fir0<c<d< o

n—oo

P(cgpnxngd) P(c < Z < d).

Beweis. Sei

cn = ([¢/pn] = Dpn,  dn = (ld/pn] — 1)pn,

— —
also ¢, —2 ¢, dy 2720 d. Dann

P(c < puXy < d) = P(X, = ¢/pa) ~ P(X, > d/pa)
= (1 — py,)[e/Prl=t _ (1 — p,)ld/Pnl =1

= (@=pMm)” = (@ = pay )"

d
n—oo — — —
— = e “—e d:/ e Tdx.
C
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3.5 Die Normalverteilung

In der Statistik werden wir sehen, dass die Normalverteilung grundlegend fiir viele Anwen-
dungen ist. Sie wird oft mit der Gaufy’schen Glockenkurve in Verbindung gebracht. Dies ist
der Graph der Funktion

Aus der Analysis bekannt ist die Tatsache?

/e_x2dx =./7.

Daraus folgt, dass [ f(z)dz =1 und damit f eine Dichte ist.

Definition 3.14. Sei i € R,0? € R,. Fine R-wertige Zufallsvariable heifit normalverteilt
mit Erwartungswert u und Varianz o2, falls sie die Dichte

1 x — p)?
fx(@) = Wexp(—%) (3.3)

besitzt. Wir schreiben dann auch X ~ N(u,0?). Im Fall p = 0,0% = 1 sagen wir auch, X sei
standardnormalverteilt.

Lemma 3.15 (Eigenschaften der Normalverteilung). Sei p € R0 € Ry.
1. Ist Z ~ N(0,1), s0 ist 0 Z + u ~ N(p,0?).

2 X
2. Ist X ~ N(p,0°), so ist == ~ N(0,1).

4Vermutlich wird dies erst am Ende der Vorlesung Analysis 3 bewiesen. Ein elementarer Beweis ist der
folgende, basierend auf der Gamma-Funktion

F(m):/ t" e L.
0

Wir schreiben
1\ 2 [eS) ¢S] B B (s
I‘(f) :/ / s V2207 goqp
2 o Jo

Tié“/ / 3_1/2(7" — s)_l/Qe_rder
o Jo

u=s/r > 1
= / / ru 222 (0 )T e dudr
o Jo

/Oooe_rch“/o1 \/ﬁdu

Lod
5:2:1‘71/ 5 _ arcsin(s)|L, =7
—1 '\/1 — 82 -t

Daraus folgt

e 2 e 2 y=g2 [ 1
/ e " dr= 2/ e "dr = / e Yy 2dy =T(1/2) = /.
oo 0 0
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Bewess. 1. Fir z € R schreiben wir

7Z2/2dz

_ (x—p)/o 1
T )2
< — <

y=oz+p /I 1 exp < _ (y— M)Q)dy.

2. folgt analog. O

4 Kenngroflen von Zufallsvariablen

Um sich etwas unter einer Verteilung vorstellen zu kénnen, ist es oftmals hilfreich, diese durch
Kenngrofien zu beschreiben.
4.1 Der Erwartungswert

Wenn man eine Verteilung einer Zufallsvariable durch eine einzige Zahl beschreiben miisste,
wiirde man wohl einen Lageparameter der Verteilung wéhlen. Diese beschreiben grob, wo
Werte von X am ehesten liegen. Der hiufigste Lageparameter ist der Erwartungswert.

Definition 4.1 (Erwartungswert). Sei X eine S C R-wertige Zufallsvariable.

1. Ist X diskret, so ist der Erwartungswert von (der Verteilung von) X
E[X]:=) z-P(X =ux),
z€S

falls die Summe wohldefiniert ist.

2. Ist X kontinuierlich mit Dichte f, so ist Erwartungswert von (der Verteilung von) X

EX] = [ of(@)d.

falls das Integral wohldefiniert ist.

Bemerkung 4.2 (k-tes Moment; weitere Lageparameter). 1. Allgemeiner als der Erwar-
tungswert ist das k-te Moment einer Zufallsvariable X, gegeben als E[X*], k = 1,2, ...

2. Neben dem Erwartungswert gibt es noch weitere Lageparameter einer Verteilung, ndmlich
Median und Modalwert. Der Median der Verteilung von X ist dabei jede Zahl m mit

P(X >m) > 3, P(X <m)> 3.

Der Modalwert ist argmax P(X = x) im Falle diskreter und argmax fx(z) im Falle
einer Zufallsvariablen mit Dichte.
Der Erwartungswert ist von allen Lageparametern oft am besten handhabbar, was vor

allem an seiner Linearitét liegt (Proposition 4.5).

Lemma 4.3 (Transformation von Erwartungswerten). Sei X eine S-wertige Zufallsvariable
und h: S — R.
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1. Ist X diskret, so gilt
E[h(X)] =) h(@)P(X =),

€S

falls die Summe ezxistiert.

2. Ist X kontinuierlich mit Dichte f, und ist h streng monoton und differenzierbar mit
differenzierbarer Umkehrabbildung, so gilt

E[h(X)] = / h(a)f (x)de.

Beweis. 1. Wir schreiben

ER(X)]= Y yP(X)=y)= > vy > PX=aq

y€eh(S) yeh(S) zeh~1(y)

= > ) h@)PX=a)

yeh(S) zeh~!(y)

=> Wx)P(X ==)

€S

2. OBdA sei h streng monoton wachsend. (Ansonsten wechseln wir zu —h.) Nach Lemma2.7
hat h(X) die Dichte y — f(h=(y)|(h~!)|(y). Deshalb gilt

E[h(X)] = / uf (= () (Y () dy = / h(z)f(2)dz.
Il

Bemerkung 4.4. In 2. mussten wir starke Annahmen an h machen, um E[h(X)] berechnen
zu konnen. Richtig ist allerdings, dass die Aussage auch fiir viel allgemeinere Funktionen A gilt,
némlich fiir alle, fiir die [ f(z)h(x)dx existiert. Dies kann man allerdings erst mit MaBtheorie
einsehen. Wir werden zur Vereinfachung diese Aussage auch fiir allgemeine Funktionen h
verwenden.

Wir kommen nun zu Eigenschaften des Erwartungswertes.

Proposition 4.5 (Linearitit des Erwartungswertes). 1. Sei X eine S-wertige Zufallsva-
riable und A C S (messbar). Dann gilt

E[14(X)] = P(X € A).

2. Seien ¢,d € R und X,Y Zufallsvariablen mit Zielbereichen S, T C R und wohldefinier-
tem Erwartungswert. Dann gilt

E[cX + dY] = cE[X] + dE[Y].
Beweis. 1. Es gilt

E[l4(X)]=0-P(X ¢ A)+1-P(X € A) =P(X € A).
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2. Sind X, Y diskret, so gilt mit Lemma 4.3

E[cX +dY] = Z Z(ca:+dy)P(X =zY =y)

XeSyeT
=c) aP(X=2)+d> yP(Y =y)
€S yeT
= cE[X] + dE[Y].

Haben X, Y die gemeinsame Dichte f, und haben die Marginalverteilungen fx und fy, so ist

ElcX +dY]| = /(cx + dy) f(z,y)dzdy

:c/:v/f(x,y)dydx—i—d/y/f(x,y)d:ndy

— c/xfx(x)da:+d/?/fY(y)dy
= cE[X] + dE[Y].

Beispiel 4.6 (Fixpunkte in Permutationen). Sei ¥ eine zufiillige Permutation von [1 : n].
Weiter sei

n
X =) X Xi = ly(i)=
i=1
die Anzahl an Fixpunkten in 3. Wir zeigen nun, dass
E[X]=1.

Denn mit Linearitdt des Erwartungswertes gilt

=1.

SRS

BIX] =Y BIX] = Y P(S() = i) =n

i=1 i=1

Beispiel 4.7 (Runs in Miinzwiirfen). Sei X = (X1, ..., X,,) ein p-Miinzwurf. Ein Run ist ein
maximaler Block aus Oern oder lern, also enthélt beispielsweise 1100010 genau vier Runs.
Bezeichnen wir mit Y die Anzahl der Runs, so kénnen wir das formalisieren mittels

n
Yo=1+4)Y 1p, E={X;# X1}
=2

Mit dieser Formel ldsst sich nun ganz einfach die erwartete Anzahl von Runs berechnen. Es
gilt ndmlich

E[lEZ] = P(Xl 75 Xi—l) = 2pq
und damit

EY]==14(n—1)E[lg]=14+2(n—1)pgq.
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Beispiel 4.8. In einer Urne befinden sich 1 < w < ¢ markierte und g — w unmarkierte
Kugeln. Wir ziehen die Kugeln ohne Zuriicklegen aus der Urne, und schreiben X; = 1, falls
die i-te Kugel markiert ist und X; = 0 sonst. Wir wollen E[T] fiir T := min{i : T; = 1}, also
den ersten Zug einer markierten Kugel, berechnen. Wir behaupten

. g+1
CwH 1

E[T]

Eine erste Moglichkeit ist die folgende: Die Verteilung von T l&sst sich angeben als

B Cgmw) e gmw—k+1) w () w _
PT=k+1)= 0 (g F i) g_k_(g%)g, k=0,..9—w.

Wir zeigen die Behauptung nun mittels Induktion nach g. Fiir ¢ = 1 muss w = 1 sein und
die Behauptung ist klar. Gilt die Behauptung fiir g — 1, so ist fiir g

g—w g—w

E[I]=) (k+)P(T=k+1)=1+> kP(T=k+1)
k=0 k=0
w =Y (g—w) w g—w—1 (g—w)
S IR N 3 S IRA (k+1)-24
PP T I PRy
Sk TR
=1+ (k+1)—=
g =0 (gk;2) 9-1
:%_H nach In;;ktionsannahme
B g—w g+1
=1+ w+1 w+1

Eine zweite Moglichkeit ist die folgende: Wir definieren induktiv
Tp =0, Topq:=min{i >T;: X; =1}, (=0,...,w—1
sowie Tyy41 = g+ 1. Dann sind Ty — Ty, £ = 0, ..., w identisch verteilt mit

w
g+1=Ty1 —Tp= ZTZH — 1.
=0

Deshalb gilt

9+1=> E[Ty) —T)) = (w+ )E[T1] = E[T]
(=0
und die Behauptung folgt.

Proposition 4.9 (Positivitidt und Monotonie des Erwartungswertes). 1. Sei X > 0 eine
R-wertige Zufallsvariable. Dann gilt

E[X] > 0

und
E[X] =0 genau dann, wenn P(X =0)=1.
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2. Fir R-wertige Zufallsvariable X1, Xo mit X1 < Xo mit wohldefinierten Erwartungswer-
ten gilt E[X;| < E[X3].

Beweis. 1. Ist X diskret, so ergeben sich die ersten beiden Aussagen aus der Definition

E[X] =) 2P(X =a).

zeR

Hat X die Dichte f, so muss f(z) = 0 fiir < 0 gelten, da sonst P(X < 0) > 0 wére. Dann
ist B[X] = [;¥«f(z)dz > 0 wegen der Positivitét des Integranden. Insbesondere kann die
zweite Aussage dann nicht zutreffen. Die letzte Aussage folgt aus der ersten, da

0 < E[X; — X1] = E[X3] — E[X4].
0

Proposition 4.10 (Jensen’sche Ungleichung). Sei ¢ : R — R konvex und X eine R-wertige
Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert. Dann ist

p(E[X]) < E[pX)].
Insbesondere gilt
ElX]| <E[X[], E[X]*<E[X?
Beweis. Da ¢ konvex ist, gibt es fiir jedes d € R ein ¢ € R, so dass ¢(d) + c(x — d) < ¢(x)
fir alle z € R. Fir d = E[X] ist also
¢ (E[X]) = E[¢(B[X]) + ¢(X — E[X])] < E[p(X)].

O]

Beispiel 4.11 (Arithmetisches ung geometrisches Mittel). Seien z1, ..., z, > 0 reelle Zahlen.

n

1/n
. . — L 1 n . . = o ) . s
Bekanntlich ist Zn, 1= > i, x; das arithmetische und Zgeo = (Hi: 1 1L> das geometrische
Mittel. Wir zeigen nun
Tar 2> fgeo-
Denn: Sei X uniform auf zi,...,z, verteilt, d.h. P(X = z;) = % Da x — logx konkav ist,
verwenden wir die Jensen’sche Ungleichung und sehen

n

1
log(Zar) = log (ﬁ 2%) = log E[X] > E[log X| = Z logz; = logH x; = log(Tgeo)
1=

Proposition 4.12 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Seien X,Y reellwertige Zufallsvariable
mit E[X?],E[Y?] < co. Dann gilt

E[XY]? < E[XZE[Y?.
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Beweis. Im Fall P(X = 0) = 1 oder P(Y = 0) = 1 ist die Ungleichung trivial. Andernfalls
betrachte

U = X V.= Y
CVEXY T VED

Wegen (U — V)2, (U + V)2 > 0 ist klar, dass
+2UV < U? +V? also +E[UV] <1

Multiplizieren der letzten Gleichung mit \/E[X?] - /E[Y2] und Quadrieren liefert die Be-
hauptung. O

Proposition 4.13 (Multiplikation von Erwartungswerten bei Unabhéngigkeit). Seien X,Y
reellwertige Zufallsvariable mit endlichen Erwartungswerten. Sind X,Y wunabhdngig, so gilt

E[XY] = E[X]E[Y].

Bewers. Falls X, Y diskret sind, schreiben wir

Z ryP(X Z ryP(X =2)P(Y =y)
= Z P (X Z yP(Y E[X]|E[Y].

Haben X,Y die gemeinsame Dichte f und f(z,y) = fx(z)fy(y) wegen der Unabhéngigkeit
(siehe Proposition 4.3), so folgt

E[XY] = / xyf(z,y)dedy = / zfx(x)yfy (y)dedy = / rfx(z)dz - / yfy (y)dy
— E[X]E[Y].
O

Beispiel 4.14. Seien X,Y die Ergebnisse zweier unabhingiger Wiirfelwiirfe eines fairen
Wiirfels. Dann ist

P(XY=1)=5, PXY=2=2 P(XY =3)=2, PXY=4)=2,
P(XY =5)=2, PXY=6=4  PXY=8=2 PXY=9) =g,
P(XY =10)=2, PXY=12)=4, PXY=15=2, PXY =16)= 4,
P(XY =18)=2, PXY=20)=2, PXY=24)=2  PXY=25=,
P(XY =30) = 2, P(XY =36)= g,

und damit
[XY} 36+36+36+§1’>623+36+36
16 20 , 48 | 30 , 16 , 36 , 40 |, 48 | 25 39 _ 49
+36+36+36+36+36+36+36+36+36+36+ +36 4
Bekanntlich ist auch
E[X] = L2E3H8546 — T also  E[X]E[Y] = 4.
Y]

Wir sehen, dass die Berechnung von E[XY] als Produkt E[X]E[Y] deutlich einfacher ist.
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4.2 Die Varianz und die Covarianz

Will man die Verteilung einer Zufallsvariable mit zwei Parametern beschreiben, so kommt
neben einem Lageparameter meist noch ein Streuungsparameter (oder Skalierungsparameter)
hinzu. Dieser gibt an, wie eng X um den Lageparameter herum verteilt ist. Der wichtigste
Streuungsparameter ist dabei die Varianz einer Zufallsvariable.

Definition 4.15 (Varianz und Covarianz). Seien X,Y eine S C R-wertige Zufallsvariable
mit endlichem Erwartungswert.

1. Die Varianz von X ist
0% := Var[X] := E[(X — E[X])?.
Weiter ist die Standardabweichung von X gegeben durch

o =4/ Var[X].

2. Die Covarianz von X,Y ist
Cov[X,Y]:=E[(X — E[X])(Y — E[Y])].
Ist Cov[X,Y] =0, so heiffen X,Y unkorreliert.

Bemerkung 4.16 (k-tes zentriertes Moment). Allgemeiner als die Varianz ist das k-te zen-
trierte Moment einer Zufallsvariable X, gegeben als E[(X — E[X])*],k = 2,3, ...

Lemma 4.17 (Rechenregeln fiir die Varianz und die Covarianz). Seien X,Y, 7, X1,..., X,
reellwertige Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert. Es gilt

L Var[X] = Cov[X, X] = E[X(X — 1)] + E[X] - E[X]* = E[X?] - E[X]%.
2. Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y].

3. Cov[aX 4 bY, Z] = aCov[X, Z] + bCov[Y, Z].

4.

Var[zn:Xi] = zn:Var[Xi] + Z Cov[X;, X;].
i=1 i=1

1<i#j<n

5. Sind X, Y unabhingig, so ist Cov[X,Y] = 0.

Beispiel 4.18 (Unkorrelierte Zufallsvariable). Wir betrachten noch ein Beispiel zu Lem-
ma 4.17.5. Seien (X,Y) Zufallsvariable, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit ; die Zusténde
(1,0),(0,1),(—=1,0) und (0,—1) annehmen. Dann ist E[XY] = E[X] = E[Y] = 0. Insbeson-
dere sind X, Y unkorreliert.

Wir haben zwar gerade gezeigt, dass unabhéngige Zufallsvariable immer unkorreliert sind.
In obigem Beispiel ist allerdings

P(X:1,Y:1):07&11—6:P(X:1)'P(Y:1),

also sind X,Y zwar unkorreliert, jedoch nicht unabhéngig.
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Beweis von Lemma 4.17. 2. Es gilt wegen der Linearitéit des Erwartungswertes

Cov(X,Y] =E[X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[XE]Y]] - EE[X]Y] + E[X]|E[Y]
=E[XY] - E[X]|E[Y].
1. Die erste Gleichheit liest man direkt aus der Definition ab. Die dritte Gleichheit folgt aus
1. und der ersten Gleichheit. Die zweite Gleichheit folgt aus der dritten Gleichheit und der
Linearitat des Erwartungswertes.

3. ist eine einfache Anwendung von 2.
4. Wir schreiben mit 3.

n

Var[ZX] Cov[iXi,ZX} ZConZ,X 3 Cov[X;, X]]

=1 7j=1 i=1 1<i#j<n

und die Behauptung folgt mit 1.
5. folgt aus Lemma 4.13. O

Beispiel 4.19 (Runs in Miinzwiirfen). Wir betrachten nochmal das Beispiel 4.7, wollen nun
jedoch die Varianz der Anzahl von Runs mit Hilfe von Lemma (4.17).4 berechnen. Ganz
formal schreiben wir

n n
Var[Y] = Var[z 1&} =3 Var[lg] + Y Cov[ig, 1g,).
i=2 =2 i#£j
Zunéchst ist
V[lg] =E[1%] - (2pq)* = E[15,] — (2pq)* = 2pq(1 — 2pq).
Weiter sind 1g,, 1g, fiir [ — j| > 1 unabhéingig, und fiir 2 <7 <n — 1 ist
Cov(lg, 1g11]) =E[lg - 1g,,] — (2p9)* = P(X;11 # Xi # Xi—1) — (2p9)?
= pap + qpg — (2p9)* = pq(1 — 4pq).

Setzen wir dies zusammen, so ist

n—1
Var[Y ZVar 1g,] +QZCOV 1, 15, ]
=2 =2

= 2pq(1 — 2pq)(n — 1) + 2pq(1 — 4pq)(n — 2).

Beispiel 4.20 (Fixpunkte in Permutationen). Wir betrachten die Situation aus Beispiel 4.6,
sei also ¥ ~ U(S(n)) und

n
X=>Xi, Xi=lgg

Ziel ist es, Var[X| zu bestimmen. Wir berechnen
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Daraus ergibt sich fiir ¢ # j

1 1 n—1
Var[X,-] = ﬁ - ﬁ - ‘nz )
1 1 1
Cov[X;, X;] = —— — — = —
ovXs, X nn—1) n? n2(n-1)
und insgesamt
n—1 1 n—1 1
Var|X| = -1 = —=1.
ar[X]=n n? +nln )nz(n—l) n +n

Wir formulieren noch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung im Kontext von Varianzen und
Covarianzen.

Korollar 4.21 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien X,Y reellwertige Zufallsvariable mit
endlichen Varianzen. Dann gilt

Cov[X,Y)? < Var[X]Var[Y].
Insbesondere ist
-1<p(X,Y) <1

fiir den Korrelationskoeffizienten

Cov[X,Y]
X,Y) = .
Pl ) \/Var[X]/Var[Y]

Beweis. Die Behauptungen folgen direkt aus Lemma 4.12, wenn wir dieses Lemma auf X —
E[X] und Y — E[Y] anwenden. O
4.3 Die erzeugende Funktion und die Laplace-Transformierte

Waéihrend Erwartungswert und Varianz nur zwei Zahlen sind, die die Verteilung einer Zufalls-
variablen X beschreiben, geben die erzeugende Funktion (oder die Laplace-Transformierte)
gleich eine ganze Funktion an, die die Verteilung von X beschreiben. Wie sich herausstellt,
sind diese Funktionen so informativ, dass sie die Verteilung von X eindeutig beschreiben;
siehe Proposition 4.24 und Bemerkung 4.25.

Definition 4.22 (Erzeugende Funktion und Laplace-Transformierte). Sei X eine reellwertige
Zufallsvariable. Die Abbildungen

XX:{[o,u — [0, 00), EX:{[o,oo) — [0, 00),

— E[sX] 7 t — BEle ]
heifsen (Wahrscheinlichkeits- ) Erzeugende Funktion und Laplace-Transformierte von X.

Bemerkung 4.23 (Zusammenhang zwischen erzeugenden Funktionen und Laplace-Trans-
formierten). Klar ist, dass

Lx(t) =xx(e™) sowie xx(s) = Lx(—logs),

d.h. dass sich beide Funktionen schnell ineinander umrechnen lassen.



4 KENNGROSSEN VON ZUFALLSVARIABLEN 33

Wir beginnen mit einer Aussage im Fall diskreter Zufallsvariablen, die den Zusammenhang
zwischen erzeugender Funktion und Verteilung einer Zufallsvariablen beschreibt.

Proposition 4.24 (Berechnung der Verteilung aus der erzeugenden Funktion). Sei X eine
No-wertige, diskrete Zufallsvariable mit erzeugender Funktion x. Dann gilt fir k =0,1,2, ...

1d"

Insbesondere bestimmt x die Verteilung von X emdeutzg.

Beweis. Wir berechnen, da alle Summanden positiv sind und die Reihe damit absolut kon-
vergiert,

dk ) — <! 4
- P(X = EP(X = = kIP(X = k).
dSkX(S)’s:O ds dsk =0 5 ( ) s=0 zzi (Z - k')'s ( Z) s=0 ( )

O

Bemerkung 4.25 (Laplace-Transformierte bestimmt die Verteilung eindeutig). Das letzte
Resultat ldsst sich mit mafitheoretischen Methoden auch auf stetige Zufallsvariable iibertra-
gen. Es gilt: Sei X eine R-wertige, kontinuierliche Zufallsvariable mit Laplace-Transformierten
L, die zumindest auf R, existiert. Dann ist die Dichte fx von X eindeutig durch £ bestimmt.

Erzeugende Funktionen und Laplace-Transformierte sind duflerst praktisch, um Erwartungs-
werte und Varianzen zu berechnen.

Proposition 4.26 (Momente und erzeugende Funktionen). Sei X eine reellwertige, diskrete
Zufallsvariable mit erzeugender Funktion x. Dann gilt

d
gX(S)
falls die Ableitungen existieren. Auferdem gilt fiir eine reellwertige Zufallsvariable Y mit
Laplace-Transformierter L

d2

E[X] = o EXX -1 = —5x(s)

)
s=1 s=1

falls die Ableitungen existieren.

Bemerkung 4.27 (Berechnung der Varianz). Fiir die Varianz einer Zufallsvariable X gilt
insbesondere (siche Lemma 4.17)

Var[X] = x4 (1) + xx (1) — (xXx (1))?,
Var([X] = £%(0) — (£'x(0))*.

Beweis von Proposition 4.26. Sei S = {ko, k1, ...} der Zielbereich von S. Wir schreiben fiir
die erzeugende Funktion

d d (o] (o]

—x(s)] =) sMP(X Zk: s =k)| =) EP(X=k)=E[X],
ds s=1 dSi 0 s=1 =0

d2

Zk:k:—l ki=2p (X

a2X(®) Zk‘ X =k) = E[X(X —1)].
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Bei der Laplace-Transformierten erhalten wir fiir diskrete Zufallsvariable mit Bemerkung 4.23

d
—ZL| =X (),
dt t=0
2
CHL0)]_ = —Sx (e e x"(1)+ (1) = BIX(X ~ 1] + B[X] = B[X”]

Fiir Verteilungen mit Dichte erinnern wir an parameterabhingige Integrale aus Analysis 2
und berechnen, falls X die Dichte f besitzt,

e =5 [er @] =~ [ Set] s = [af@is = LX)

d? d?
Wﬁ(t)‘tzo =— @e—m fz)dr = /$2f(a:)dx = E[X?.

t=0

4.4 Kenngroflen wichtiger Verteilungen

Wir sammeln nun Erwartungswerte, Varianzen und erzeugende Funktionen der uns bekannten
diskreten Verteilungen. Einige davon sind bereits aus den Ubungen bekannt.

Theorem 4.28 (Kenngroflen wichtiger diskreter Verteilungen). Fir X diskret gilt:

P(X =k) E[X] Var|X] xx(s)
Xeue) | dhee [ ] e
X ~ B(n,p) (MpFA@—p)"* | np p(1—p) (1+ps—p)"
n K\/N=-K
X ~ Hyp(n, N, K) W n% %7( %) > (k)(]\}z—k)sk
() =M
X ~ Poi(\) e*/\’\kif A A o—(1=5)A
X ~ Geolp) -n" | 5 G s

Beweis. Fir X ~ U([1 : n]) erinnern wir an die (vermutlich) aus der Analysis 1 bekannten
Identitdten

~ n(n+1) n(n+1)(2n+1)
Zk 7, Zk2 : .

Wir berechnen

1 k_n(n+1)_n+1
n S o2n 2

n

(ZkQ) n—|—1 (n+1)(2n+1) (n+1)?

6 4

(n+1)(4n—|—2—3n—3) n?-1

12 12 7

n—1

1 1s(1-3s")
s* nszo n 1—s °
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Fiir X ~ B(n,p) berechnen wir zunéchst die erzeugende Funktion mit Hilfe des binomischen
Lehrsatzes

xx(s) =Bls™] =) <Z>pk(1 —p) R =" <Z> (ps)F(1 = )" * = (1 + ps — p)",
k=0 =0

Xx(s) = np(1+ps —p)" ",

Vh(s) = nn— 150 + s~

Daraus ergeben sich mittels Proposition 4.26 und Bemerkung 4.27

E[X] = x'(1) = np,
Var[X] = x"(1) + x'(1) = (X'(1))? = n(n — 1)p* + np — n*p* = np — np® = np(1 - p).
Fir X ~ Hyp(n, N, K) verwenden wir X = Z; + --- 4+ Z,, fiir eine Urne mit den N Kugeln,

wovon K weif} sind und

Z; = 1{i—te gezogene Kugel ist weif}-

Klar ist, dass P[Z; = 1] = &, i =1,...,n und damit

Weiter gilt fiir 7 # j

KN\2 K/K-1 K K N-K
Zoz)=piz= 7= (K)o E(K1 Ky K NOK
Covl|Z;, Zj] [Z; j ] N NNV I~ N NN 1)
also nach Lemma 4.17.4 und Var[Z;] = %%
n
Var[X] = Var(Zj] + 2 Cov(Z;, Z;)
=1 1<i<j<n
KN-K K N-K KN-K n—1
=n———-n(n—-1)— =n— <_ >
N N NNN-1) "N N N_1

Xx (8) = Ae (179X,

Xx () = Ne” (179,

Daraus ergeben sich mittels Proposition 4.26 und Bemerkung 4.27

Var[X] = X5 (1) + xx (1) = (¢ (1) = A2 + A= A2 =\,
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Fiir X ~ Geo(p) ist

0 - o) s
xx(s) = E[SX] = PZ(l - P)k s = ps Z((l - P)S)k = mv
k=1 k=0 p
X/@):pﬂ—%l—M$+wM1—p): p
. (1—(1—p)s)? (1—(1—p)s)?’
I 2p(1 —p)
§) = —"—7—.
N (e (D
Daraus ergeben sich mittels Proposition 4.26 und Bemerkung 4.27
1
21—p 1 1 1—-0p
VarlX] = xk(1) + X (1) - (@ = 2522 B

Theorem 4.29 (Kenngréfien wichtiger kontinuierlicher Verteilungen). Fliir kontinuierliche
Zufallsvariablen X gilt:

fx(x) E[X] | Var[X] | Lx(t)
a b—a)? e—th_e—ta
X~U(d) | ghlua@ | 4| S| ey
X ~ Exp(\) Ae M1, 50 % % %4—15
2 p - lew? 2 2524
X ~ N(p,0%) oA i o ez TH
Beweis. Fir X ~ U([a,b]) ist
I 11 b+a
EX]= — dr = ———(b* —a?) =
Xl =7 | wdv =30 —a) ==~
b 2 2 2
b+a\2 a*+ab+0b° (b+a)
_ 27, — _
Var[X]—b_a/Gxd:U ( 5 ) 3 1
_ 4a? + 4ab + 4b* — 3b? — 6ab — 3a>  (b— a)?
B 12 12
1 b eftb _ efta
Lx(t)=E —tX:/ Ty = —————.
x(®) [ b—a ae v t(b—a)

Fiir X ~ Exp(]) ist

0 0o A\
EX(t) — E[e_tX] _ /O )\€_>\$€_md$ _ )\/0 6_(>\+t)$d$ _ m’
A
() = T
2\
Lx(t) =

(A +1)3
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Daraus ergeben sich mittels Proposition 4.26 und Bemerkung 4.27

E[X] = — L4 (0) =

)

>| =

2 1 1

Var(X] = £4(0) - (£x(0)* = — — 33 = 17

Sei zunéchst Z ~ N(0, 1). Dann ist

1 z2 2 1 2
Lz(t) = m/e‘?e_tzdz —e? Wer /e_;(ZZ“L%ZHQ)dz —e7.

Damit ist wegen X := p+ oZ ~ N(u,0?)

Lx(t) = Bl 0] = 1

t2 0'2

L (t) = (to” — pe = 1,

202
L%t = ((to® — p)* + 02)6%7t”.

Wieder ergeben sich mittels Proposition 4.26 und Bemerkung 4.27

E[X] = —£(0) = 1
Var[X] = £ (0) - (L (0))* = (4 +0%) — 1> = o™

5 Approximationssitze

Wie {iblich ist ein Approximationssatz ein Grenzwertresultat. Da wir es in der Stochastik mit
Zufallsvariablen zu tun haben, werden wir also Grenzwertsitze iiber Zufallsvariablen (was ja
spezielle Funktionen sind) betrachten. Speziell ist hier, dass wir nicht nur iiber die Konvergenz
dieser Funktionen reden konnen (wie etwa im Gesetz der Grofen Zahlen, Theorem 5.6),
sondern auch iiber die Konvergenz ihrer Verteilungen (wie etwa im Zentralen Grenzwertsatz,

Theorem 5.8).

5.1 Summen unabhingiger Zufallsvariablen
Wir beschiftigen uns nun mit (der Verteilung von)

Si=Xi 4+ Xn,

wobei X7, ..., X;, unabhéngige (und oft auch identisch verteilte) Zufallsvariable sind. Wir be-
trachten zunéchst zwei spezielle Fille normalverteilter und Poisson-verteilter Zufallsvariable.

Proposition 5.1 (Summen unabhéngiger normal- und Poisson-verteiler Zufallsvariablen).

1. Sind X1, ..., X;, unabhingig und X; ~ Poi(X\;), i =1,...,n. Dannist S = X1+ -+ X, ~
Poi( Y1 M)
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2. Sind X1, ..., X,, unabhingig und X; ~ N(p;,02), i = 1,..,n. Dann ist S = X1+ --- +
Xo~ N( S0 15, Xy 0F).

Beweis. 1. Da Xj, ..., X,, unabhéngig sind, berechnen wir die erzeugende Funktion von S,
némlich

XS(S) — E[SX1+---+X7L] — E[SXl] . E[an] — 67(178))\1 . 67(178))\»,7‘ — ef(17.3)(/\1%»0-4»/\71)7
und da die erzeugende Funktion die Verteilung von S eindeutig festlegt, ist S ~ Poi( Dy )\i> .

2. Auch im Falle normalverteilter Zufallsvariablen berechnen wir mit Hilfe der Laplace-
Transformierten

Ls(t) = E[e7™1...e7n] = E[e71] ... E[e71¥"]
— eFottm ot — o'y (o3t oR) i),
wobei die rechte Seite die Laplace-Transformierte einer N ( 0 | pi, > o 4 0?>—Verteilung ist.

Da diese die Verteilung eindeutig bestimmt (siche Bemerkung 4.25) folgt die Behauptung. [

Definition 5.2 (Faltung). Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen. Dann heif$t die Vertei-
lung von X +Y die Faltung der Verteilungen von X und Y .

Proposition 5.3 (Faltung diskreter und kontinuierlicher Zufallsvariable). Seien X,Y un-
abhdngige Zufallsvariablen.

1. Sind X,Y diskret mit Zielbereich 7, so ist die Faltung von X,Y gegeben durch
PX+Y =k =Y PX=0OPY=k-{).
{=—0c0

Sind xx und xy die erzeugenden Funktionen von X undY , so ist xxXxy die erzeugende
Funktion von X +Y.

2. Sind X,Y kontinuierlich mit Zielbereich R und Dichten fx und fy, so besitzt die Faltung
X,Y ebenfalls eine Dichte, ndamlich

fxiv(z) = /fX(m)fY(Z — x)dx.

Sind Lx und Ly die Laplace-Transformierten von X und Y, so ist Lx Ly die Laplace-
Transformierte von X +Y.

Beweis. Die Formeln fiir die Zahldichte und Dichte der Faltung sind klar. Die Multiplikativitét
von erzeugender Funktion und Laplace-Transformierter haben wir bereits im Beweis von
Proposition 5.1 gesehen und verwendet. O

Bemerkung 5.4 (y/n-Gesetz). Sind X7, ..., X, identisch verteilt und S = X7 + --- + X,,, so
ist (siehe Proposition 4.5)
E[S] = nE[X;].



5 APPROXIMATIONSSATZE 39

Sind weiterhin X1, ..., X;, unabhéingig, so gilt (siehe Lemma 4.17)
Var|[S] = nVar[X;].

Da die Varianz die mittlere quadratische Abweichung misst, typische Abweichungen von S
um den Erwartungswert also im Bereich 1/ Var[S] liegen sollten, kann man bereits folgendes
fiir grofle n ablesen: eine Zufallsvariable, die die Summe von n unabhéngigen Zufallsvariablen
ist, streut ihre Werte typischerweise in einem Bereich der Gréfienordnung /n um ihren Er-
wartungswert. Dies werden wir mit dem Zentralen Grenzwertsatz, Theorem 5.8 (der auf dem
Gesetz der grofien Zahlen, Theorem Theorem 5.6 aufbaut), prizisieren.

5.2 Das schwache Gesetz der groflen Zahlen
Bevor wir zum Hauptresultat dieses Abschnittes kommen, benétigen wir zwei Ungleichungen.
Proposition 5.5 (Die Markov- und Chebyshev-Ungleichung). 1. Markov-Ungleichung: Sei
X eine Ry -wertige Zufallsvariable. Dann gilt fir alle € > 0
1
P(X >¢) < -E[X].
€
2. Chebyshev-Ungleichung: Sei X eine R-wertige Zufallsvariable mit endlichem FErwar-

tungswert. Dann gilt fir alle € > 0
Var[X]
< .

P(|X - E[X]| > ¢)

2
£
Beweis. 1. Es gilt X > ¢-1x>, und damit
e-P(X >¢)=E[e-1x>] <E[X].
2. Wir wenden die Markov-Ungleichung auf die Zufallsvariable (X — E[X])? an. Dann gilt

E[(X — E[X])’]

P(X —B[X]| 2 &) = P((X — B[X])? > &%) < =1~ —

und die Behauptung folgt. d

Theorem 5.6 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen (von Jacob Bernoulli)). Seien X, X, ...
unabhdingige und identisch verteilte, R-wertige Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert
und endlicher Varianz. Dann g¢ilt fir alle € > 0

X1_|_...Xn

lim P (’
n—00 n

- E[Xl]‘ > 5) ~0. (5.1)

Beweis. Es gilt

X4+ X, ElX .+ E[X,
X +-~-+Xn} _ Var[Xi|+---+ Var[X,] Var[X;]

2 n '

B[

Var [

n n

Wendet man nun die Chebyshev-Ungleichung auf (X;+- - -4+X,,)/n an, so folgt die Behauptung

aus
< Var[Xl] n—00

- E[Xl]‘ > e) < 0.

X X,
P(’ 1+

n e2n
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Bemerkung 5.7 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Es gilt auch folgende, stéirkere Version
des Gesetzes der grofien Zahlen, die wir ohne Beweis angeben:

Seien X1, Xo, ... unabhéngige und identisch verteilte, R-wertige Zufallsvariable mit endlichem
Erwartungswert. Dann gilt

P( lim Koot A

n—00 n

- E[Xﬂ) =1 (5.2)

Auf zwei Dinge mochten wir jedoch hinweisen:

1. Im starken Gesetz der grofien Zahlen kommt das Ereignis {lim, % =E[X1]}
vor. Um diesem Ereignis sinnvoll eine Wahrscheinlichkeit zuordnen zu kénnen, bedarf
es der MaBtheorie.

2. Die Tatsache, dass das starke Gesetz wirklich stédrker als das schwache Gesetz ist, liegt
daran, dass (5.1) aus (5.2) folgt. Insbesondere gilt das schwache Gesetz der grofien Zahlen
auch dann, wenn die Varianz von X; unendlich ist. (Dies ist ja im oben formulierten
schwachen Gesetz gefordert, im starken Gesetz jedoch nicht.)

5.3 Der zentrale Grenzwertsatz

Der Zentrale Grenzwertsatz gibt die Fluktuationen im Gesetz der grofien Zahlen (im Falle
endlicher Varianzen) an.

Theorem 5.8 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien Xi, Xa,... unabhdngige und identisch ver-
teilte, R-wertige Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert p und endlicher Varianz o?.

Dann gilt fiir alle —o0 < c < d < 0

&+m+§—w§

lim P(c <

n—oo

d>:P(c§Z§d),

no
wobei Z ~ N(0,1).
Bemerkung 5.9 (Einfache Fille). 1. Klar ist, dass

X1+---+Xn—nu} _0

R

X4+ -4+ X —
Var[ Lt A nu}zl.
no?
Deshalb stimmen schon mal Erwartungswert und Varianz von % und Z

iiberein. Der Zentrale Grenzwertsatz erweitert dies auf die ganze Verteilung.

X-E[X]
Var[X]'

2. Generell spricht man fiir eine Zufallsvariable X von ihrer Standardisierung

3. Klar ist der Zentrale Grenzwertsatz in dem Fall, wenn X7, Xo,... ~ N(u,02). Dann
namlich ist X1 + -+ + X, ~ N(nu,no?), also

Xl—i-'”—l-);n—n,uNN

(0,1)

und der Satz gilt sogar ohne die Grenzwertbildung.
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4. Sei X1, Xs,... ~ B(1,p), also S, := X1 + -+ X,, ~ B(n,p). Dann gilt nach dem
Zentralen Grenzwertsatz fiir ¢ < d

P<c§ S — 1 gd) "% pe< Z < d).
np(1 — p)

Dies kann man bereits anhand der Laplace-Transformierten erahnen. Es gilt ndmlich
it §* = —Sn—mp_

mit S i

log Ls: (t) = log Ble™5%] = log E[¢!("r=n)/v/nr(1=p)]

t

_ t
:t\/m+10gE[€ v/ np(l—p) Sn —tW+logXSn \/np(l—p))
= ty/np] (1= p) + nlog(1 — p(1 — ¢ Vi)

t t

np/(L=p) = np(1 — ¢ VD) —mpA(1 ¢ VD)2

t2 t2p t2
R — =— =1 .
2i—p) 2-p 2z leskzld)

In diesem Fall (wenn X; ~ B(1,p)) heifit der zentrale Grenzwertsatz auch Satz von
deMoivre-Laplace.

5. Eine Anwendung des Satzes von deMoivre Laplace kann etwa so aussehen: Sei X eine
B(n,p) verteilte Zufallsvariable mit n grof3, npq gro8, sowie ¢,d € Z. Dann gilt appro-

2
ximativ, mit Verteilungsfunktion ®(z) = P(Z < x) \ﬁ [f e 2dzvon Z ~ N(0,1)
)

cfnp<anp<dfnp

Plc< X <d) =
(c<X<d) N D T

1

d+2 np)/\/Mpq 2 d+ % —np c—5—np
exp ( —)dz = (7> — @(7)
\/ Vor Jee- L L —np)/\/ipq 2 VPq V1Pq

Bevor wir zum Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes kommen, benétigen wir ein Lemma.

Lemma 5.10. Seien X1, Xo,... wie im Zentralen Grenzwertsatz mit p = 0 und o? = 1.
Weiter sei h : R — R eine 3-mal stetig differenzierbare Funktion mit beschrinkten ersten drei
Ableitungen und Z ~ N(0,1) verteilt. Dann gilt

E[h(Xl—F;/'T{F X”)] "o BIM(Z)].

Beweis. Seien Zi, Zs, ... ~ N(0,1) unabhéngig und unabhéingig von X1, Xo, .... Wir schreiben

X1+ +XiatZipat+-+ 2,

U, :=
vn

und
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Weiter ist mit der Taylor-Formel

n(vi+ \)/(ﬁ) ~n(Ui+ 55)

X — 7. X272
=KW (U;) L4 WU
A O
+ (W'(V;) — h”(U-))X—’? + (r"(U) - h”(W'))Zfi2
K2 1 27’1, 1 K3 2n
:Rzn
mit Zufallsvariablen V;, W;, so dass
Vv < 2w ooy < 1AL
4D vn

Weiter ist

|Rin| = [Rin|1|x; 1<k + [Rinl1|x, >k

k3 X2 ’2,’3
< C/// 1 ) _|_ C// K3 1 . + C/// 7
=% 32 | X<k n o 1Xl>k n3/2

mit ¢’ = sup,cp b’ (x), " := sup,ep B (z) und beliebigem k. Da U;, X;, Z; unabhéngig sind,
folgt

(o ) (e 2]

B[y X s wm o) A B,
_’E[h (Ui) NG ]+E[h (U) = - }JFE[RW]
§ 3 E[X?1
< EHRmH < C///k +EHZ1| } g [ 1 |X1|>k’]
n3/2 -

Wegen (5.3) und da Zl‘*'i\/{z" ~ 7, ist nun

C///k3 +E[’Zi‘3]

Xi+---+ X,
’h(—> - h(Z)‘ < iz +CHE[X121|X1|>k]

NG

B2 SBIXT i ok] S22 0.

O]

Beweis von Theorem 5.8. OBdA ist yu = 0 und 0% = 1, ansonsten gehen wir zu )\(}012“ iiber.

Wir setzen
Vr o X1+ + X,

Waihle fiir € > 0 beliebig hy, ho dreimal stetig differenzierbar mit beschrénkten ersten drei
Ableitungen und

lc+5§az§d75 S h1($> S 1c§:r:§d S h2($) S 1075§x§d+5-
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Dann gilt
Plc+e<Z<d-¢)<E[h(Z)] = lirginfE[hl(Y:)]

<liminf P(c <Y <d) <limsupP(c <Y, <d)
n— o0

n—o0

<limsup Eha(Y,)] = E[ho(Z2)] <P(c—e < Z < d+e¢).

n—o0

e—0
—

Die Behauptung folgt nun, da |[P(cte < Z <d+e)—-P(c< Z <d)] 0. O

Ahnlich wie im Zentralen Grenzwertsatz kann man auch eine Approximation von grofien
Fakultaten erhalten.

Korollar 5.11 (Stirling Formel). Es gilt

. n!
S @ Ve

Beweis. Sei t* := max(t,0). Fiir € > 0 sei h eine dreimal stetig differenzierbare Funktion mit
beschrénkten Ableitungen und
tt <h(t) <ttt +e.

Seien X1, X3, ... ~ Poi(1) unabhéngig. Nach Proposition 5.1 ist damit X; +- - -+ X,, ~ Poi(n).
Sei weiter Z ~ N(0,1). Mit Hilfe von Lemma 5.10 folgt (mit einem &hnlichen Approximati-
onsargument wie im Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes)

X1+“'+Xn_n+ n—00 1 /oo pe 1 —22 1

E EZT] = — 267" 2y = ——e P = —
[( Vn ) ] 127] V21 Jo V2T o \/(27'('
5.4

Andererseits ist auch

)

k=n-+1
e~ Z ( nk nk-‘rl e nn—i—l
N 1 ! > =~ n nl
NLD Pt (k—1) k vnon
Zusammen mit (5.4) folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.12 (Ein einfacher Beweis). Man kann die Stirling-Formel auch fast mit ganz
einfachen Methoden beweisen, ndmlich

n n
log(n!) = Zlogk = / logz 4+ o(n) = xlogz — z|f 4+ o(n) = nlogn —n+ o(n).
k=1 !

Allerdings zeigt dies nur, dass
log(n!)  noco

log ((2)")

jedoch nicht log(n!) — log ((2)") 7% 0 (was nach Korollar 5.11 auch gar nicht stimmt).

L,
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6 Abhingige Zufallsvariable

Stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen haben wir bereits in Abschnitt 2.4 kennen gelernt.
Nun geht es um das Gegenteil, ndmlich (voneinander) abhingige Zufallsvariablen.

6.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Zufallsvariablen kénnen auf viele verschiedene Arten voneinander abhéingig sein. Um diese
Vielfalt in einer uns bekannten Form beschreiben zu kénnen, benotigen wir bedingte Wahr-
scheinlichkeiten.

Definition 6.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit und bedingte Verteilung). Seien X wund Y
Zufallsvariable mit Zielbereichen S und T'.

1. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von {Y € B}, gegeben {X € A} ist gegeben durch

P(X € AY € B)
P(X € A)

P(YeB|XeA):=

Ist P(X € A) =0, so definieren wir die rechte Seite als 0.

2. Die Abbildung B — P(Y € B|X € A) heif$t die bedingte Verteilung von Y, gegeben
{X e A}

3. Ist X diskret, so ist die bedingte Verteilung von Y gegeben X die Abbildung

S —[0;1]

P(Y € B|X) : {m — P(Y € B|X =z).

4. Haben X und Y die gemeinsame Dichte f, so ist
S —[0;1]

P(Y € B|X): /fxy

/fxy

y— frylX =z):
/fwy

heif$t auch bedingte Dichte von Y unter X.

Die Abbildung

Bemerkung 6.2 (Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten). Mit bedingten Vertei-
lungen kann man genauso rechnen wie gewohnt, z.B. in Falle von diskreten Verteilungen

P(YeB|XcA)=)> P(Y =ylXcA)
yeB
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Lemma 6.3 (Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit). Die Zufallsvariablen X
und Y sind genau dann unabhdngig, wenn

P(YeB|XecA) =P €B)
fiir alle (messbaren) A, B gilt. Dies ist dies genau dann der Fall, wenn
P(Y € BIX)=P(Y € B)
fiir alle B gilt.
Beweis. Alle Aussagen folgen direkt aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit. [

Beispiel 6.4 (Gedéchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung und der Exponentialvertei-
lung).

1. Sei X ~ Geo(p). Dann gilt fiir i,5 =0,1,2, ...
P(X >i+j|X >i)=P(X > j).

Die Interpretation ist die folgende: wenn ¢ Versuche erfolglos verliefen, ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir mindestens weitere j erfolglose Versuche genauso grofl wie am Anfang.
Deshalb spricht man auch von der Gedéchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung.
Der Beweis ist ganz einfach:

P(X>i+j,X>i) (1—p)ti

P(X >i+j|X >i)= = — = (1 —p)’
=P(X > j).
2. Analog ist im Fall X ~ Exp(A) fiir s,¢ > 0
P(X>s+t,X>s) e t)
P(X t| X = = =
(X >s+tX >s) PX>s) pey e
=P(X > 1).

Also ist auch die Exponentialverteilung geddchtnislos.

Beispiel 6.5 (Summen zweier Zufallsvariablen). Seien X,Y zwei unabhéngige Zufallsvariable
mit Zielbereich Z. Es gilt

P(X+Y €A X =az)

P(X+Y € AlX =2) = e

:P(a:—l-Y S Ag),

d.h. die bedingte Verteilung von X +Y, gegeben X = z ist dieselbe wie die der Zufallsvariable
Y + z. Andersherum berechnen wir

PX=2)-PY=z—-2)

P(X=z|X+Y =2) = S+ Y =)

Ist etwa X,Y ~ Geo(p) unabhéingig, so ist

P(X+Y =z)=(z—1)p’(1—p)*7,
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da genau im z-ten Versuch der zweite Erfolg stattfinden muss. Damit ist

1— z—1 1— z—z—1 1
P(X =X +V =2) = (zpz 1)52((1 —]2)*2 - 21

Also ist X gegeben X +Y gerade U([1: (X +Y — 1)])-verteilt.

Beispiel 6.6 (Summen zweier Exponentialverteilungen). Sei X,Y ~ Exp(\) unabhéngig.
Analog zum letzten Beispiel betrachten wir die gemeinsame Verteilung von X und X + Y,
also die Verteilung mit Dichte

f($,Z):= A26—Ame—A(z—m)10§x§Z =:A26_A210§x§2.
Damit ist die bedingte Dichte von X gegeben X +Y

f(x,z) o A2€7AZ10S$§Z _»11
[f(x,2)de [ NeMlgcperdr 2 0<z<zs

also ist die bedingte Verteilung uniform auf [0, X + Y.

Proposition 6.7 (Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit). Seien X,Y Zufallsvariable mit
Zielbereichen S und T.

1. Sind X,Y diskret, so gilt

P(YeB)=)» P(Y€B|X=1)-P(X =u)
zesS

2. Haben X,Y die gemeinsame Dichte f, so gilt
D= [ X =) fx(@)ds

Beweis. 1. Die Formel ergibt sich durch Einsetzen der Definition von P(Y € B|X = z) in
PYeB)=) PYeB X=x)=)» PYeB|X=1)PX=a).
z€S z€S

2. Ebenfalls sieht man hier direkt

/ffcydy—/ff ([ w2y = [ folx = o) px@)do

Beispiel 6.8 (Miinzwurf mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit). Sei U ~ U([0, 1]). Gegeben
{U=u}sei Z = (Z1,..,2Z,) ein u-Miinzwurf und X = Z; + - -- + Z,, die Anzahl der Erfolge.
Damit hat X gegeben {U = u} eine B(n,u)-Verteilung. Wir berechnen nun

O
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Denn fiir 0 < k < n ist
P(X = k) :/P(X:/c]U:u)fU(u)duZ/(Z)uk(l—u)n_kdu
——
—f
"n—k(n k+1 n—k—1
_/0 k+1<l{:>u (1—u) du

! n k+1
— 1—w)" gy = P(X =k + 1).
/0 (k N 1) w1 — ) du ( k+1)

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Theorem 6.9 (Formel von Bayes). Seien X, Y diskrete Zufallsvariable und A so, dass P(X €
A) > 0. Dann gilt

_ P(YeB[XcA) -P(XcA
P(X€A|Y€B)_ZIP(Y€B|X:x)-P(X:x)'

Haben X, Y eine gemeinsame Dichte f, so gilt analog

o ylX =) fx()
Ix@lY =y) = T X =2 fx (@)

Beweis. 1. Der Z#hler ist gleich P(X € A,Y € B) nach Definition der bedingten Wahrschein-
lichkeit, und der Nenner ist

Y PYeB|X=2)-P(X=2)=) PYeBX=x)=PY€B)

2. folgt analog. O

Beispiel 6.10 (Reihenuntersuchungen). Bei einer Reihenuntersuchung werden nicht nur
kranke, sondern manchmal auch gesunde Personen positiv getestet. In einer Population sind
insgesamt 0.8% der Personen erkrankt. Eine kranke Person wird in 90% der Fille positiv
getestet, eine gesunde Person mit 7%. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine positiv
getestete Person wirklich krank ist?

Sei hierzu X eine {e, e}wertige Zufallsvariable, die angibt, ob die zufillig gezogene Person
erkrankt ist und Y eine {p, n}-wertige Zufallsvariable, die angibt, ob die Person positiv oder
negativ getestet wird. Gesucht ist also P(X = e|]Y = p). Gegeben ist

P(X =e) =0.008, PY =p/X =e)=0.9, P(Y =p/X =¢)=0.07.
Wir berechnen mit der Formel von Bayes
PY=pX=¢) -P(X=¢)
PY=pX=¢)-PX=¢)+PY =p|X=¢)-P(X=¢)
B 0.9 - 0.008
"~ 0.9-0.008 + 0.07 - 0.992
In der Tat bedeutet also ein positives Testergebnis in nicht einmal einem von zehn Féllen

wirklich eine Erkrankung.
Dieses Beispiel ldsst sich auch gut anhand eines Wahrscheinlichkeitsbaumes illustrieren:

P(X=elY =p) =

~ 0.0939
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krank krank nicht krank nicht krank
positiv negativ positiv negativ

0.008-0.9 0.008-0.1  0.992.0.07 0.992-0.93

6.2 Bedingte Erwartungen

Wir kommen nun zu einem Thema, das in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine grofie Rolle
spielen wird.

Definition 6.11 (Bedingte Erwartung). Seien X,Y Zufallsvariable mit Zielbereichen S und
T. Weiter sei h: S x T — R, so dass E[h(X,Y)] existiert.

1. Sind X,Y diskret, so definieren wir die bedingte Erwartung von h(X,Y), gegeben X,
durch
E[h(X,Y)[X] = 3 A(X,p) - P(Y = 4| X).
yeT

2. Besitzen X,Y die gemeinsame Dichte f, so definieren wir die bedingte Erwartung von
h(X,Y), gegeben X, durch

BIR(X.V)IX] = [ B(X0)- i (oIX)dy.
Proposition 6.12 (Turmeigenschaft). Seien X,Y Zufallsvariable mit Zielbereichen S und
T, sowie h: S x T — R so dass E[h(X,Y)] existiert. Dann gilt
E[h(X,Y)] = E[E[A(X,Y)|X]].
Beweis. Im diskreten Fall berechnen wir direkt

EERX.Y)X]] = Y h(zy) P =y|X =2) P(X =)
zeS,yeT

= Y hew) P =y X =) = BA(XY).
zeSyeT

Fiir Zufallsvariable mit Dichte f ist
BB YN = [ [ 1) fr 01X = o) fx(@)dyda

://M%wj@w@W:EWXYH
SJT
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Beispiel 6.13 (Miinzwurf mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit). Wir betrachten dieselbe
Situation wie in Beispiel 6.8. Wir wissen, dass Z ~ U([0 : n]), insbesondere ist E[U] = %. dies
l&sst sich auch ohne Kenntnis der Verteilung von U berechnen, da ndmlich Z gegeben U eine
B(n, U)-Verteilung besitzt, also

P(Z = k|U) = (2) Uk - vy,

und damit

n n

E[Z] = E[E[Z|U]] = B[ Y k- P(Z = k)| =B[> k- <Z> Ut - oy
k=0 k=0
=E[nU] = %n

Analog zur bedingten Erwartung gibt es auch die bedingte Varianz.

Definition 6.14 (Bedingte Varianz). Seien X,Y Zufallsvariable Zielbereichen S und T', sowie
h:SxT —R. Wir setzen, falls Var[h(X,Y)] < oo

Var[h(X,Y)|X] := E[(h(X, Y) — E[h(X, Y)\X])Z\X].
Analog zu Lemma 4.17.1 gilt dann
Var[h(X,Y)|X] = E[h(X,Y)? X] — E[h(X,Y)|X]%.

Proposition 6.15 (Varianzzerlegung). Seien X,Y Zufallsvariable mit Zielbereichen S, T C
R, sowie h : S — R. Sind Var[Y], Var[h(X)] < oo, so gilt

E[(Y — h(X))?] = E[Var[Y|X]] + E[(E[Y|X] — h(X))?].
Insbesondere ist fir h(X) = E[Y]
Var[Y] = E[Var[Y|X]] + Var[E[Y|X]].
Beweis. Da man mit bedingten Verteilungen wie iiblich rechnen kann, ist

E[(Y — h(X))?|X] = Var[y — h(X)|X] + (E[Y — h(X)|X])’
— Var[Y|X] + (E[Y|X] — h(X))”
Bilden des Erwartungswertes ergibt
E[(Y — h(X))?] = E[Var[y |X]] + E[(E[Y|X] - h(X))?].
L]

Beispiel 6.16 (Zuféllige Anzahl unabhéngiger Summanden). Sei N eine Zufallsvariable mit
Zielbereich N und Z;, Zs, ... unabhéingig und identisch verteilte Zufallsvariable mit Zielbereich
S C R und u := E[Z}],0% = Var[Z;]. Wir untersuchen

N
Y = ZZ
=1
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Da
E[Y|N] =Ny,  Var[Y|N]= No?,

gilt
E[Y] =E[E[Y|N]] = E[N] 4,
Var[Y] = E[Var[Y|N]] + Var [E[Y|N]] = E[N] - ¢ + Var[N] - /.

6.3 Mehrstufige Experimente

Bisher hatten wir nur hochstens zweistufige Experimente behandelt, etwa hatten wir zunéchst
eine Erfolgswahrscheinlichkeit U bestimmt, mit der dann eine Miinze geworfen wird (Beispie-
le 6.8 und 6.13). In diesem Abschnitt behandeln wir nun exemplarisch mehrstufige Experi-
mente, vor allem das Beispiel der Pélya-Urne.

Beispiel 6.17 (Pdlya-Urne mit zwei Farben). Wir starten mit einer Urne, die zwei Kugeln
enthélt, ndmlich eine griine (abgekiirzt durch 0) und eine schwarze (abgekiirzt durch 1). In
jedem Zug wahlen wir eine Kugel aus der Urne zufillig und legen sie mit einer neuen derselben
Farbe zuriick. Nun bezeichnen wir mit

e 71 € {0,1} das Ergebnis des ersten Zuges,

e 75 €{0,1} das Ergebnis des zweiten Zuges (dessen Verteilung von Z; abhingt),

o Z3 €{0,1} das Ergebnis des dritten Zuges (dessen Verteilung von Z;, Z5 abhéngt),
@ - -

Wir zeigen nun, dass fiir ay, ...,a, € {0,1}

P(Zn+1 = anJrl‘Zl = A1,y Ln = an)

mit

E=4#{j<n:a;j =apnt1}.
Denn: Nach Hinzufiigen der n-ten Kugel liegen insgesamt n 4+ 2 Kugeln in der Urne. Davon
haben 1 + k Kugeln die Farbe a1, ndmlich eine Kugel, die bereits am Anfang in der Urne
liegt, und £ hinzugelegte Kugeln.
Weiter zeigen wir nun noch fir X =3"" | Z;, dass

1

P(X:k):ma

also ist die Gesamtzahl schwarzer Kugeln in der Urne nach n — 1-maligem Hinzufiigen von
Kugeln gerade uniform verteilt.
Dies berechnet man wie folgt: zunéchst gilt etwa fir (aq,...,ag) = (1,1,0,1,0,0,1,1), dass

P(Zl = al) 7Z8 = a8) = — e — e — e — e — e — e — e —

Wir berechnen allgemein fiir (a1, ..., a,) mit > a; =k

P(Zl =Q1, ..., Dp = an) = g .
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Da es (}) Folgen (a1, ...,a,) € {0,1}" mit Y7 | a; = k gibt, folgt dass

1

k=0,...,n.

Beispiel 6.18 (Pélya Urne mit r Farben). Wir behandeln nun noch den Fall, in dem die
Pélya-Urne mit r Kugeln mit r verschiedenen Farben, die mit 1, ..., » nummeriert sind, startet.
Ansonsten ist alles wir im letzten Beispiel: in jedem Zug ziehen wir eine Kugel aus der Urne
und legen eine mit gleicher Farbe mit hinein. Nun ist Z; = j, falls die i-te hinzugefiigte Kugel
Farbe j hat, j € {1, ...,r}. Die Anzahl der bis zum n-ten Zug hinzugefiigten Kugeln der Farbe

j ist
n
Xj = Z 1Zi:j'
=1

Sei (a1, ...,an) € {1, ..., mit > | 14,=; = kj,j = 1,...,r und k1 + --- + k, = n. Es gibt
(,ﬂ" kr) solche Folgen. Wie fiir r = 2 gilt fiir jede dieser Folgen

Falee kol (r — 1) 1 1
P(Z) = a1, ... Zn = an) = _
( 1 ai, y Ln a ) (n+7’— 1)' (njizl) (klnkT)
und
1
P(Xl == kl, "'7X7‘ == k’f‘) == m
( r—1 )

Die Pdlya-Urne liefert also uniform verteilte Besetzungen der r Farben.

7 Markov-Ketten

Die Vorlesung hat sich bisher mit Zufallsvariablen und deren Verteilung beschéftigt. Speziell
haben wir bereits die Situation von mehreren abhéingigen Zufallsvariablen kennen gelernt, die
etwa bei zwei- oder mehrstufigen Experimenten auftauchen. In diesem Abschnitt werden wir
stochastische Prozesse kennen lernen, also (fast) beliebige Familien von Zufallszahlen. Wie der
Name schon sagt, stellt man sich dabei vor, dass die Zufallszahlen nacheinander, dynamisch
als Prozess realisiert werden, genau wie bei der Pélya-Urne aus dem letzten Abschnitt. Dabei
beschrinken wir uns auf den Fall von diskreten Zeitschritten, betrachten also Familien von
Zufallsvariablen X = (X¢)i=012,....

Eine besondere Form der Abhéngigkeit von Zufallsvariablen tritt in Markov-Ketten zu
Tage. Hier werden der Reihe nach Zufallsvariablen Xg, X1,... realisiert, und zwar so, dass
X¢y1 nur von Xy abhingt. Man sagt auch, X;;; ist unabhéngig von Xji,...,X;_1, wenn
X bekannt ist. Diese Form der Abhéngigkeit wird hiufig zur stochastischen Modellierung
verwendet. Beispielsweise konnte Xy, X1, ... der Preis einer Aktie an Tagen 0,1, ... sein. Die
Markov-Eigenschaft besagt in diesem Fall, dass die Verteilung der Kursdnderungen am Tag
t + 1 nur davon abhingt, wie der Kurs X; am Tag ¢ war.

7.1 Grundlegendes

Wir beginnen mit der Definition von Markov-Ketten. Wir werden vor allem den Fall von
zeitlich homogenen Markov-Ketten behandeln. Bei solchen gibt es eine sich zeitlich nicht
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andernde stochastische Ubergangsvorschrift, wie die Verteilung des Zustandes X, ist, wenn
der Zustand X; der Kette zur Zeit ¢ bekannt ist. Diese Vorschrift wird mit Hilfe einer Matrix
zusammengefasst, der Ubergangsmatrix.

Definition 7.1 (Stochastischer Prozess und Markov-Ketten). 1. Seien I  und S
Mengen. Ein (S-wertiger) stochastischer Prozess (mit Indexmenge I) ist eine Fami-
lie von Zufallsvariablen X = (Xi)ier mit Wertebereich S. Die Menge S heifit auch
Zustandsraum von X.

2. Sei I ={0,1,2,...}, S abzihlbar und X = (X;)ics; ein S-wertiger stochastischer Pro-
zess. Falls

P(Xip1=1|X1,....Xy) =P(Xyj1 =1 | Xy) (7.1)
fir alle i € S, so heifit X eine Markov-Kette. Sie heifit endlich, falls S endlich ist.
3. Sei X = (Xy)er eine S-wertige Markov-Kette. Existiert eine Matriz P = (Pyj); jes mit
P =P(Xy1 =7 Xy =1)
fiir alle t, so heifit X zeitlich homogen und P heifit Ubergangsmatrix von X.

Bemerkung 7.2. 1. Die Eigenschaft (7.1) bedeutet in Worten: die zukiinftige Entwick-
lung von X nach ¢ héngt von Xj,..., X; nur durch den aktuellen Zustand X; ab.

2. Sei P die Ubergangsmatrix einer homogenen Markov-Kette X' mit Zustandsraum S.

Dann gilt
ZPU =1, 1€ 8. (72)
JES
Die erste Eigenschaft ist klar, da die Eintrage in P Wahrscheinlichkeiten sind. Auflerdem
ist

1=P(X;1 €S| Xe=i)=> P(Xp1=j|Xy=i)=) Py
jes jes
Matrizen P mit den Eigenschaften (7.2) heiflen stochastische Matrizen.

3. Sei X eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P. Definiere einen gewichte-
ten, gerichteten Graphen (E, K, W) wie folgt: die Menge der Knoten ist F, die Menge
der (gerichteten) Kanten ist K := {(¢,7) : P;; > 0}. Das Gewicht der Kante (ij) ist
w(ijy = Py und W = (w(5)) ijyer- Der Graph (E, K, W) heifit Ubergangsgraph von X.

4. Fiir stochastische Prozesse mit iiberabzédhlbarem I bedarf es einiger mafitheoretischer
Arbeit, um die Verteilung der Familie X’ zu definieren und zu verstehen, durch was diese
eindeutig gegeben ist. Diese fortgeschrittene Theorie stochastischer Prozesse wird in der
Vorlesung Stochastischer Prozesse eingefiihrt.

Beispiel 7.3 (Irrfahrt im Dreieck). Betrachte eine homogene Markov-Kette X mit Zustands-
raum {1,2,3} und Ubergangsmatrix
0 p q
P=1|gq 0 p (7.3)
p g0
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fir p € (0,1) und g := 1 — p. Die Kette X veranschaulicht man sich am besten anhand des
Ubergangsgraphen; siche Abbildung 7.1. In jedem Zustand 1,2, 3 ist die Wahrscheinlichkeit,
im Uhrzeigersinn zu wandern p, und die Wahrscheinlichkeit gegen den Uhrzeigersinn zu gehen

p

Abbildung 7.1: Ubergangsgraph der Markov-Kette aus Beispiel 7.3.

Beispiel 7.4 (Ruinproblem). Betrachte folgendes Ruinproblem: zwei Spieler spielen gegen-
einander. Spieler 1 startet mit n Euro, Spieler 2 mit N — n Euro. Bei jedem Spiel gewinnt
Spieler 1 mit Wahrscheinlichkeit p einen Euro, mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p verliert er
einen Euro. Das Spiel endet, wenn einer der beiden pleite ist.

Sei X; das Vermdgen von Spieler 1 nach dem t¢-ten Spiel. In dieser Situation ist X' =
(Xt)t=0,1,2,... eine endliche, homogene Markov-Kette mit Zustandsraum {0,...,N} und Uber-
gangsmatrix

Q=
< O O
o3

1 P )4
Do acus - e
q q

Abbildung 7.2: Ubergangsgraph der Markov-Kette aus Beispiel 7.4.

Der Ubergangsgraph ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Klar ist, dass nach langer Zeit entweder
Spieler 1 oder Spieler 2 gewonnen hat, dass also X 2% 0 oder Xy 2% N. Die Frage ist
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nur:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Spieler 17

Wir bezeichnen mit
t—o0

pn i =P(Xy — N | Xo=n)

die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 1 gewinnt. Wir werden zeigen, dass

N? pP=q= %7
p =
") 1-(g¢/p)"
N sonst.
1—(q/p)

Zunéchst gilt firn=1,...,N — 1
pm=q¢ PX, BN | Xo=nX1=n—1)+p - P(X;, =5 N | Xog=n,X; =n+1)
=¢-PX; BN | Xo=n—1)+p-PX;, 22 N | Xg=n+1)
=q: DPn-11+D" Pn+tl,
also mit Ap,, := pn — Pn_1
qApn = pAppy1.
Im Fall p=¢q = % folgt mit Z%Zl Apy, = py — po = 1 daraus bereits
an:1 Apm nApl n

e >t Apm T NAp T N

Im Fall p # q setzen wir u := % und berechnen iterativ
Apn = ’LLApn,1 = uQApn72 P Un_lApl — Un_lpl-

Weiter ist

N N-1 1_uN
_ — m o __
1—2Apm—p1zu =Py
m=1 m=0

Also

n n
l—u 1—u" 1—u”

und die Behauptung ist gezeigt.

Beispiel 7.5 (Ehrenfest’sche Urne). Betrachte folgendes Urnenmodell: In einer Urne gibt es
zwei durch eine Trennwand getrennte Kammern. Insgesamt liegen n Kugeln in den beiden
Kammern. Wir ziehen eine Kugel rein zufillig aus der Urne und legen sie anschlieffend in die
andere Kammer zuriick. In Abbildung 7.3 findet sich eine Illustration.

Wir betrachten den {0,...,n}-wertigen stochastischen Prozess X = (Xi);=0,1,2,.., wobei
X; die Anzahl der Kugeln in der linken Kammer nach dem ¢-Schritt darstellt. Dann ist X
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Abbildung 7.3: Die Ehrenfest’sche Urne mit n = 10 Kugeln aus Beispiel 7.5. Im néchsten
Schritt wird mit Wahrscheinlichkeit 1% eine Kugel von der linken Kammer in die rechte und
mit Wahrscheinlichkeit 1% von der rechten in die linke Kammer gelegt.

eine homogene Markov-Kette, denn der Ausgang des Schrittes ¢ + 1 hidngt nur von X; ab. Die
Ubergansmatrix von X ist gegeben durch

%7 ‘ .7 =1i— 17
Pj=q"" j=i+1, (7.4)
0, sonst.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Zusammenhang zwischen der Verteilung einer Markov-
Ketten zum Zeitpunkt ¢ und Potenzen der Ubergangsmatrix.

Theorem 7.6. Sei X = (Xt)t:0,1’27._, etne homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P
und p® = (uD(i))cs,
firt=0,1,2,... Dann gilt

plt) = O pr, (7.5)

firt = 0,1,2,..., wobei die rechte Seite als Multiplikation des Zeilenvektors u(o) und der
Matriz Pt = P--- P zu verstehen ist.
——

t mal

Beweis. Der Beweis geht mittels Induktion tiber ¢. Fiir t = 0 ist die Aussage klar. Ist (7.5)
fir t gezeigt, so gilt

P (G) = P(Xepr = ) = D P(Xewr = j | Xo = 1) - P(X; = i)

ies
=Y i) Py =Y (WP - Py = (WP 0
i€S €S

Beispiel 7.7 (Irrfahrt im Dreieck). Betrachte die Markov-Kette X aus Beispiel 7.3 und
Ubergangsmatrix P aus (7.3). Sei Xy = 1, die Markov-Kette startet also in 1, d.h. p© =
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(1,0,0). Weiter berechnen wir

0 p g 2pq ¢* p?
P=|q 0 pl|, P=|p 2 ¢ (7.6)
p g 0 ¢ p* 2pq

und damit
1@ = (2pq, ¢, p?).

Also ist etwa P(Xy = 1) = 2pq. Dies ist klar, weil X9 = 1 genau dann, wenn die ersten
beiden Schritte im Ubergangsgraphen aus Abbildung 7.1 einmal mit und einmal entgegen
dem Uhrzeigersinn gingen. Es ist Xo = 3 genau dann, wenn zwei Schritte im Uhrzeigersinn
realisiert wurden, was Wahrscheinlichkeit p? hat.

7.2 Stationire Verteilungen

Wir studieren nun Markov-Ketten, die schon lange gelaufen sind, also fiir die Verteilung von X;
fiir grofie t. Solche Markov-Ketten konnen (mehr dazu im néchsten Abschnitt) so beschaffen
sein, dass sich die Verteilung nicht mehr viel &ndert. Verteilungen auf dem Zustandsraum S,
die invariant sind gegeniiber Schritten der Markov-Kette, heiflen stationér.

Definition 7.8 (Stationére Verteilung). Sei X' eine homogene Markov-Kette mit Ubergangs-
matriz P und 7 eine Verteilung auf S, gegeben durch einen Vektor m = (m;)ics-

1. Gilt
TP =m,

so heifit w stationédre Verteilung von X.

2. Gilt
miPij =i Pji

fir alle i, 7, so heifit m reversible Verteilung.
Bemerkung 7.9 (Eigenschaften von stationéren und reversiblen Verteilungen).

1. Sei 7 stationér und P(X; = ¢) = m;. Dann gilt wegen Theorem 7.6, dass
P(Xi1=4)=Y P(X;=i)-P(Xpp1 =j| X; =i) =) mPy=(7P); =
€S €S

=P(X; = 7).

Das bedeutet, dass X; und X;41 (und damit auch Xy 9, X;y3,...) identisch verteilt
sind.

2. Jede reversible Verteilung ist stationér. Ist ndmlich 7 reversibel, so gilt
(7P); =Y miPy =Y mPy=mj,
€S €S

da P Zeilensumme 1 hat.
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3. Sei 7 reversibel, P(X; = i) = m; und iy, ..., 445 € S. Dann gilt

P(Xt =1ty .. 7Xt+8 = Zt—i—s) = ﬂitP’it,it+1 e ]D’it+s_1,it+2

= Mg Rt+17it+2 T ‘F)it+sflait+2 ’ Pit+17it =

.. P

ttssltts—1 Tt41,0t

= P(Xt = it+37 N 7Xt+s = Zt)

= 7Tit+5Pi

Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, die Zusténde 4,...,é+s zu durchlaufen,
dieselbe ist wie die, die Zusténde in umgekehrter Reihenfolge (reversibel) zu durchlaufen.

Beispiel 7.10 (Irrfahrt im Dreieck). Betrachte die Irrfahrt auf dem Dreieck X' aus Beispiel

7.3 mit Ubergangsmatrix P aus (7.3). Fiir 7 = (%, %, %) ist
0 p q
= (553 |¢ 0 p|=m
p g0

Damit ist die Gleichverteilung auf {1, 2,3} stationére Verteilung von X'. Allerdings ist m nicht
reversibel (aufler fiir p = %), denn es gilt etwa

m Py = §p # 5q = mPa.

Letztere Beobachtung ist nicht erstaunlich: Sei etwa p > % Dann erwarten wir, dass X das
Dreieck 6fter im Uhrzeigersinn durchléuft als umgekehrt. Ware nun « reversibel, wiirde daraus
folgen (siehe Bemerkung 7.9.3) , dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Durchlauf des Dreiecks
gegen und im Uhrzeigersinn dieselbe ist.

Beispiel 7.11 (Ruinproblem). Im Ruinproblem aus Beispiel 7.4 gibt es zwar stationére Ver-
teilungen, diese sind jedoch nicht sonderlich interessant. Jede Verteilung m = (p/,0,...,0,¢’)
mit p’ € (0,1) und ¢’ =1 — p’ ist stationiire (und nicht reversible) Verteilung, wie man leicht
nachrechnet. Insbesondere sind (1,0,...,0) und (0,...,0, 1) stationér. Das bedeutet, dass die
Zustinde X; = 0 und X; = n von der Markov-Kette nicht mehr verlassen werden. Man sagt
auch, 0 und n sind Fallen fir X.

Beispiel 7.12 (Ehrenfest’sche Urne). Sei X = (X¢)i=0,12,.. die Anzahl der Kugeln in der
linken Kammer einer Ehrenfest’schen Urne, wie in Beispiel 7.5. Hier ist die Binomialverteilung
7 = B(n, 3) reversible Verteilung fiir X'. Es gilt namlich mit (7.4) firi=1,...,n

12
n\ 1 1 n 1n—1
Tl <i>2”n: (i—1> L

Die Tatsache, dass B(n, %) stationéir ist, interpretiert man am besten so: nach langer Zeit
ist jede der Kugeln oft von der linken in die rechte Kammer und umgelegt worden, so dass
jede Kugel mit Wahrscheinlichkeit % jeweils in der linken und rechten Kammer liegt. Diese
Verteilung dndert sich nicht mehr, weil in jedem Schritt nur eine der n Kugeln nochmals in
die andere Kammer gelegt wird. O

Stationdre Verteilungen existieren fiir die meisten Markov-Ketten, wie das néchste Resultat
zeigt. Im néchsten Abschnitt werden wir dann betrachten, wann diese eindeutig sind.
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Theorem 7.13 (Existenz von stationéren Verteilungen). Sei X = (X¢)¢=0.12,... eine endliche,
homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S. Es gibt Folgen t, — oo so, dass

m = lim 1 D P(X, =) (7.7)

fiir alle i € S. Jeder solche Vektor m = (m;)ics definiert eine Verteilung auf S. Diese ist
stationdre Verteilung von X.

Beweis. Sei S = {i1,...,im} und

t
1 ,
i = 7 SEZI P(X, =1).

Klar ist, dass fiir alle ¢ € S die Folgen (¢ ;)=1,2,.. Werte im kompakten Intervall [0, 1] anneh-

men. Damit gibt es eine konvergente Teilfolge von (7, )i=12,... Von dieser Teilfolge gibt es

eine weitere Teilfolge, so dass (74, )i=1,2,... und (74, )i=1,2,... entlang der Teilfolge konvergiert.

Iteriert man dieses Verfahren, findet man eine Teilfolge, so dass (7.7) fiir alle i € S gilt.
Klar ist, dass 0 < m; <1 fiir alle i € S gilt. Aulerdem ist

und damit definiert 7 eine Verteilung auf S. Um zu sehen, dass 7 eine stationire Verteilung
ist, berechnen wir

t
A . . .
(P)j =) miPij = lim =D > P(X;=i)-P(Xep1 = | Xs=0)
i€s " s=1icS
t'll

1 )
= lim —ZP(XS_H =7
s=1

n—oo t,
1 1 &
= E(P(Xtm—l =1i) - P(X; =1)) +73L“307L ;P(XS =)
=7,
und die Behauptung ist gezeigt. O

7.3 Markov-Ketten-Konvergenzsatz

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jede endliche, homogene, aperiodische und irreduzible
Markov-Kette konvergiert. Die Konvergenz ist dabei so zu verstehen, dass sich die Verteilung
von X; im Grenzwert grofler ¢ nicht mehr dndert, und auch nicht vom Anfangszustand X,
abhingt. Wir beginnen mit Erkldrungen der benéttigten Begriffe.

Definition 7.14. Sei X eine S-wertige homogene Markov-Kette.
1. Der Zustand ¢ € S kommuniziert mit j € S, falls es ein t gibt mit
P(X;=j|Xo=1)>0.

In diesem Full schreiben wir ¢ — j. Falls i — 7 und j — i, schreiben wir ¢ < j.
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2. Falls i < j fiir alle i,5 € S, so heiffit X irreduzibel. Andernfalls heifit X reduzibel.
3. Fin Zustand i € S heiffit aperiodisch, falls
d(i) =ggT{t : P(Xy =i| Xo=1) >0} =1.
Andernfalls heifit i periodisch mit Periode d(i).
4. Fulls alle i € S aperiodisch sind, so heifit X aperiodisch.

Bemerkung 7.15 (Irreduzibilitéit, Aperiodizitdt und die Ubergangsmatrix).
1. Die Begriffe der Irreduzibilitit und Aperiodizitit lassen sich auch mittels der Uber-
gangsmatrix P der Markov-Kette X erkldren. Es gilt etwa ¢ — j genau dann, wenn es
ein ¢ gibt mit (P');; > 0. AuBerdem ist d(i) = ggT{¢ : P} > 0}.

2. Es gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen dem Begriff der kommunizierenden
Zustiande und dem Ubergangsgraphen: ein Zustand i kommuniziert mit einem Zustand
4, wenn man einen Pfad i — j im Ubergangsgraphen der Markov-Kette findet. Das
bedeutet, dass es eine endliche Folge (i,41), (i1,72), ..., (in_1,%n), (in, ) im Ubergangs-
graphen gibt, also der Zustand j von 7 aus durch eine endliche Folge von Kanten erreicht
werden kann.

3. Sei X eine reduzible Markov-Kette. Der Begriff der Reduzibilitdt erklart sich so, dass
sich die Markov-Kette X auf einen Zustandsraum S’ C S reduzieren lisst. Das bedeutet,
dass aus Xy € S’ folgt, dass X; € S’ fiir allet = 1,2,...

Beispiel 7.16 (Irrfahrt auf dem Dreieck). Sei X' die Irrfahrt auf dem Dreieck aus Beispiel
7.3. In Beispiel 7.7 haben wir ausgerechnet, dass P? > 0 ist. Weiter ist auch P3 > 0, was
bereits zeigt, dass X sowohl irreduzibel als auch aperiodisch ist.

Beispiel 7.17 (Ruinproblem). Fiir die Markov-Kette X aus dem Ruinproblem, Beispiel 7.4,
gilt sicher, dass 0 A i firi=1,...,n, und n 4 ¢ fiir i = 0,...,n — 1. Mit anderen Worten:
Ist Spieler 1 pleite (d.h. Xy = 0 fiir ein t), so wird er nach den Spielregeln nie wieder Geld
bekommen, d.h. alle Zustdnde 1,...,n sind fiir ihn unerreichbar. Das bedeutet also, X ist
reduzibel.

Beispiel 7.18 (Ehrenfest’sche Urne). Die Markov-Kette X', die die Anzahl der Kugeln in der
linken Kammer einer Ehrenfest’schen Urne beschreibt, ist irreduzibel. Betrachtet man nédmlich
Zustande 1, j, etwa mit ¢ > j, so geniigt es ja, genau ¢ — 7 Kugeln nacheinander von der linken
in die rechte Kammer zu legen. Allerdings ist die Markov-Kette periodisch. Sei etwa Xy = 27
gerade, dann folgt, dass X; ungerade (entweder 2i — 1 oder 2i + 1) ist. Damit kann nur zu
geraden Zeiten t der Zustand X; = 2i eintreten und es ist ggT{t : P(X; = 2i| Xy = 2i)} = 2.

Nun kommen wir also zum Markov-Ketten-Konvergenzsatz.

Theorem 7.19 (Markov-Ketten-Konvergenzsatz). Sei X = (X¢)i=0,12,... eine endliche, ho-
mogene, irreduzible und aperiodische Markov-Kette. Dann hat X genau eine stationdre Ver-
teilung ™ und es gilt fiir alle i € S

P(X, = i) 22% 7(i). (7.8)
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Bemerkung 7.20. Vor allem ist an dem Resultat bemerkenswert, dass (7.8) nicht von der
Verteilung von X, abhéingt. Das bedeutet, dass die Markov-Kette nach langer Zeit vergisst,
in welchem Zustand X sie zur Zeit 0 gestartet ist.

Beispiel 7.21 (Irrfahrt auf dem Dreieck). Von unseren drei Beispielen erfiillt (nur) die Irr-
fahrt auf dem Dreieck X aus Beispiel 7.3 die Voraussetzungen des Satzes. Nach Beispiel 7.16
ist X irreduzibel und aperiodisch. Nach Beispiel 7.10 und obigem Satz ist die Gleichverteilung
auf {1,2,3} die einzige stationére Verteilung fiir X'. AuBlerdem gilt
P(X, =1i) 7% 1

Bemerkung 7.22 (Beweistechnik Kopplung). Die Technik, mit der wir das Theorem be-
weisen werden heifit Kopplung. Sind V, W stochastische Prozesse mit Zustandsrdumen S und
S’ so heifit ein stochastischer Prozess (), Z) mit Zustandsraum S x S’ Kopplung von V, W,
wenn V und Y, sowie W und Z identisch verteilt sind. Wichtig ist hier, dass das Paar (), Z)
eine gemeinsame Entwicklung definiert, die Prozesse V und W jedoch nicht.

Seien etwa V = (V;)i=0,12,.. und W = (Wy)¢—0,1,2,.. homogene Markov-Ketten mit Zu-
standsraum {0, 1} mit Ubergangsmatrix

-3
q p
mit ¢ ;== 1 —p und Vy = 0, Wy = 1. Sowohl V als auch W bleiben also jeweils mit Wahr-

scheinlichkeit p in ihrem Zustand und wechseln ihn mit Wahrscheinlichkeit q. Wir definieren
die gekoppelte Markov-Kette (), Z) durch die Ubergangsmatrix

p 0 0 ¢
pr_ | pz qz Pa|
pa @ p° ap
g 0 0 p

wobei die Reihenfolge der Zustéinde in den Zeilen und Spalten durch (0,0), (0, 1), (1,0), (1,1)
gegeben ist. Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges (0, 1) nach (1,0) und
nach (1, 1) gleich ¢? und pq. Daraus folgt auch, dass die Wahrscheinlichkeit, dass )’ von 0 nach
1 springt, gleich ¢ ist. Durch analoge Uberlegungen lisst sich zeigen, dass V und ), sowie
W und Z, identisch verteilt sind. Aufféllig ist weiterhin, dass die Menge {(0,0), (1,1)} nicht
verlassen wird. Die Markov-Kette (Y, Z) lasst sich so interpretieren, dass Y = (Y;)=0,1,2,... und
Z = (Zt)t=0,12,... sich so lange unabhéngig entwickeln, bis Y; = Z; gilt. Dann gilt weiterhin
Y, = Z, fur » > t. Wie man leicht zeigt, gibt es mit Wahrscheinlichkeit 1 ein ¢ mit Y; = Z;.
Man spricht dann auch von einer erfolgreichen Kopplung.

Bevor wir den Markov-Ketten-Konvergenzsatz beweisen, benétigen wir noch ein paar Hilfs-
aussagen.

Lemma 7.23. Sei A = {s1,s2,...} CZ mit ggT(A) = 1.

1. Ist A abgeschlossen unter Addition und Subtraktion (d.h. aus s,s’ € A folgt s+5',s—s" €
A), dann ist 1 € A.
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2. Ist A C N und abgeschlossen unter Addition, dann gibt es ein t < oo mit {t,t + 1,¢ +
2,...} C A

Beweis. 1. Sei a das kleinste positive Element von A. Wir zeigen zunéchst, dass A = {ka :
k € Z} gilt. Ist ndmlich ¢ € A, so ldsst es sich eindeutig als ¢ = ka+r mit 0 < r < a schreiben.
Es muss r = 0 gelten, da ansonsten » = ¢ — ka € A ist und kleiner als a. Damit gilt, dass
¢ = ka fiir ein k € Z. Da a das kleinste positive Element von A ist, folgt

geT(A) =gegT{ka: k€ Z} =a,

woraus a = 1 folgt.
2. Wegen 1. gibt es s1,...,s; € Aund nq,...,ng € Z mit

1=s1n1 4+ sgpng.

Wenn wir die positiven von den negativen Termen trennen, kénnen wir schreiben, dass 1 =
m —p mit m,p € A. Wir zeigen nun, dass die Aussage mit ¢t = p(p — 1) gilt. Sei ndmlich ¢ > ¢
mit ¢ = ap+r mit a > p— 1 und r < p. Dann gilt ¢ = ap + r(m — p) = (a — r)p + rm. Da
m,pe Aunda—r>p—1—r >0, folgt dass c € A. O

Proposition 7.24. Sei X eine endliche, homogene, aperiodische Markov-Kette mit Zustands-
raum S und Ubergangsmatriz P. Dann gibt es t < oo, so dass

P(X,=j|Xo=1)>0
fir allei € S undr =t,t+1,t+2,... gilt.

Beweis. Wegen der Endlichkeit von S geniigt es, die Behauptung fiir ein beliebiges Paar i, j
zu zeigen. Sei zunéchst j = . Wir setzen

A={s:P(Xs=1i|Xo=1)>0}.
Wegen der Aperiodizitit von X ist ggT(A) = 1. Sei weiter s,s’ € A. Dann gilt

P(Xs+s’:i|X0:i):ZP(Xs+3/:i|Xs:j)-P(Xs:j|X0:i)
JES
> P(Xyp =i Xo = i) P(X, = | Xo—i)
—P(Xy =i| Xo=i) P(X,=i|Xo=1i) > 0.

Damit ist s + s’ € A und aus Lemma 7.23 folgt nun die Behauptung im Falle j = i.

Falls j # i, konnen wir wegen der Irreduzibilitéit ein s so wihlen, dass P(Xs = j | Xo =
i) > 0 und s’ so, dass P(X,» = j | Xo = j) > 0 fiir ¥/ > /. Dann gilt mit ¢t = s+ s’ und r > ¢,
dass

PX,=j|Xo=1)>P(X, =j,X;=j| Xo=1)
P(Xs:j|X0:i)'P(Xr:j|Xs:j)
P

(Xs:j|X0:i)'P(Xr—s:j’Xﬂzj)>0

und die Behauptung ist gezeigt. O
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Beweis von Theorem 7.19. Sei P die Ubergangsmatrix der Markov-Kette. Nach Theorem 7.13
existiert eine stationdre Verteilung 7. Es geniigt nun, (7.8) zu zeigen. Wiirde némlich eine
weitere stationédre Verteilung 7/ # 7 existieren, und wiirden wir X’ so wihlen, dass P(Xy =
i) = m,. Dann wiirde aus (7.8) folgen, dass

0= lim P(X; =1i) — (i) = 7'(i) — 7(4)

t—o00

und damit 7’ = 7.

Es bleibt also (7.8) zu zeigen. Der Beweis verwendet eine Kopplung, also einen stocha-
stischen Prozess (), Z) = (Y, Zt)1=0,1,2,... mit Wertebereich S x S. Wir wihlen (Y, Z) als
homogene Markov-Kette mit P(Yy = i,Zy = j) = P(Xo = i) - m; und Ubergangsmatrix
(Qijkt)ijhies?

Qiing = PPy, i # j,
17, - . .
! Piory, i=j.

Wir zeigen zuniichst, dass sowohl ) als auch Z Markov-Ketten mit Ubergangsmatrix P sind.
Dazu berechnen wir

PYip=k|Yi=i)=> PM=kZin=1|Yi=i7=j) P(Z=j)

Jles
=Y P(Zi=4))_ Qijr =Y P(Z =j)Py = Py.
jes 1es jes

Genauso ergibt sich, dass Z eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P ist.

Wie man aus der Ubergangsmatrix @ ablesen kann, laufen in der Markov-Kette (), Z) die
beiden Ketten ) und Z unabhéngig voneinander, bis zu dem Zeitpunkt 7', an dem Y7 = Zr.
Dann gilt, da Q;jx = P fiir i = j, dass Y; = Z; fiir ¢t > T'. Ein spezielles Beispiel fiir eine
solche Kopplung haben wir bereits in Bemerkung 7.22 gesehen.

Da Y dieselbe Startverteilung hat wie X und Z in der stationéren Verteilung 7 startet,
folgt, dass

[P(Xs = i) —m(i)| = [P(Ys = i) — P(Z; = i)
< E[[ly,—s — 1gmil] < P(Y: £ Z).
Da P(Y; # Z,) fallend in s ist, geniigt es, eine Teilfolge s,, — oo zu finden mit P(Y;, #

n—oo

Zs, ) —— 0. Nach Proposition 7.24 gibt es ein ¢ mit

(7.9)

a := min{(P"), : i,k € S} > 0.
Es gilt fiir jedes k € S
PY,#2Z)=1-Y PV, =2, =k <1-P(Y,=k) P(Z =k) <1-0o

kes
Damit ist fiir jedes n =1,2, ...
PYu # Zn) =Py #Zy) P(Yu # Zou | Vi # Z1) - P(You # Zyt | Y1)t # Zin—1)¢)
< (1—a?)" 2220,

Mit (7.9) ist die Aussage gezeigt. O



